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COURS 


D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


Les propriétés générales des équations et les ques- 
tions d'Analyse qui s’y rattachent ont été développées 
dans le tome I° de cet Ouvrage; 1l nous reste à traiter 
de la résolution algébrique des équations. 

Mais, bien que cette importante question soit l’objet 
principal que nous ayons en vue, nous devons exposer 
d’abord les théories partielles dont nous aurons ensuite 
à emprunter le secours. Ces théories offrent d’ailleurs 
un grand intérêt par elles-mêmes; aussi les avons-nous 


présentées avec des développements étendus. 


S. — Alg. sup., I. Û 
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SECTION III. 


LES PROPRIÉTÉS DES NOMBRES ENTIERS. 








SECTION IIT. 


LES PROPRIÉTÉS DES NOMBRES ENTIERS. 





CHAPITRE PREMIER. 


DES CONGRUENCES. 


Des nombres COngTus OU équivalents. 


281. Si la différence des deux nombres entiers a et D, 
positifs ou négatifs, est divisible par un troisième nombre 
positif M, a et b sont dits congrus ou équivalents par 
rapport à M; le diviseur M est appelé le module; a et b 
sont residus l’un de l’autre suivant le module M. 

Pour exprimer que a et b sont congrus suivant le mo- 


dule M, il suffit d'écrire 
a = b E un multiple de M; 


mais nous adopterons la notation plus commode de 
Gauss, et nous écrirons 


=D (mod. M); 
cette formule sera dite une congruence. 
S1 r désigne le reste de la division de a par M,ona 
a=r (mod.M); 
le reste r est, si l’on veut, compris entre o et M, ou 
M HS MEN 
entre —— came d’où 1l suit que tout nombre a un 


résidu inférieur en valeur absolue à la moitié du module. 
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On le nomme résidu minimum; mais, si l’on ne veut 
considérer que les résidus positifs, les limites seront 


oet M, et le résidu minimum pourra surpasser — : 
2 


282. La notation de Gauss, pour représenter les con- 
gruences, a l'avantage de mettre en évidence l’analogie 
qui existe entre les congruences et les égalités, sans qu'il 
y ait pourtant de confusion à craindre. Nous allons faire 
voir que la plupart des transformations que l’on peut 
faire subir aux égalités peuvent être appliquées aux con- 
gruences. 

ADDITION ET SOUSTRACTION. — 91 l’on a 


a—=b (mod.M), 
a'=b" (mod.M), 
on aura aussi 
aEa'=b#b {[mod. M). 


Les congruences proposées expriment, en effet, que 


a —b + un multiple de M, 


a! — b" + un multiple de M; 
donc 
aa =bZXE Eb" + un multiple de M, 
ou 
aka '—=bÆ#b (mod. M), 
ce qu'il fallait démontrer. 


MuLTIPLICATION.—On peut multiplier une congruence 
par un nombre entier quelconque; car soit 


a=0 (mod.M) 
c’est-à-dire 
a = b + un multiple de M, 


on aura aussi, quel que soit l’entier 77, 


ma —= mb + un multiple de M, 
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ou 
ma=mb  (mod.M). 


On peut aussi multiplier entre elles plusieurs con- 
gruences de même module. Soient, en effet, deux con- 
gruences 


1 | 


b (mod. M), 
b' 


(mod. M), 
ou 
a — b + un multiple de M, 


a! = b! + un multiple de M. 
On aura, en multipliant, 


aa’ — bb" + un multiple de M, 
ou 
aa = bb" (mod. M), 
ce qu'il fallait démontrer. 
On voit généralement que, si l’on a 


ue D! 


\ 
| 
? (mod. M}, 
ANR r res 
on aura aussi 
aa... at") = bb"... b()  [mod.M). 
ÉLÉVATION AUX PUISSANCESs — On peut élever à une 
même puissance les deux membres d’une congruence. 


Cela résulte immédiatement de ce que nous venons de 
dire au sujet de la multiplication. Si donc on a 


a—=b ([mod.M), 


on aura aussi 
a = b". (mod. M). 


D'après cela, si 


fi(x)= Az" +Bz" +... 
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est une fonction entière et rationnelle de x, dont les 
coefficients À, B, ... soient des nombres entüers, et 
que l’on ait | 
a=b (mod.M), 
on aura aussi 
fla)=/f(b) (mod.M). 

Division. — On peut diviser une congruence par un 
nombre quelconque premier avec le module. 

Soit, en effet, la congruence 


ma==mb (mod.M) 


ou 
ma=mb+MX=< q, 


on aura, en divisant par 7n, 


MY q 
DRE à. 


m 


4= 0 


et, si l’on suppose m premier avec M, { devra être divi- 
sible par m, et l’on aura 


a — b + un multiple de M. 


ou 
a—=b (mod. M). 


Mais ce résultat ne subsiste pas quand le nombre m et le 


LE . M 
module M ontun diviseur commun; car soit — la frac- 
nm 


/ 


x el v L AS . M 
üuon irréductible équivalente à —, on aura 
m 





M'X q. 


d'=Ib#S : 


cela exige seulement que g soit divisible par #»’, et l'on 
aura 
a—=b (mod.M'). 
On peut aussi diviser une congruence par une autre, 
pourvu que les membres de la seconde soient premiers 
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avec le module. Soient, en effet, les deux congruences 
(x) aa = bb" (mod.M), 

(2) a—=b (mod. M). 

Désignons par r le résidu minimum de la différence 
ad — b', on aura 

(3) a'=b'+r (mod. M), 

et, en multipliant les congruences (2) et (3) l’une par 
l’autre, 


(4) . aa =bb'Æbr ([mod.M). 
Des congruences (1) et(4) on déduit 
br=0o (mod.M): 
or M est premier avec b, par hypothèse; donc 


r=0 (mod.M) 
ou 
F0; 
puisque 7° > M. On a par conséquent 
a'=#0" (mod. M), 


ce qu'il fallait démontrer. 


Du nombre qui exprime combien il y a de nombres 
premiers à un nombre donne et non supérieurs ä ce 


nombre. 

283. Lemme. — Si l’on multiplie les termes de la 
suite 
(1) Una ce MU br) 


par un entier a premier avec M, les produits obtenus 


(2) a, 24, 3a,..., (M—1)a 
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As 






seront respectivement CONngTUS, suivant Le module A ps. 


aux nombres (1), abstraction faite de l’ordre. 


En effet, l’un des nombres (2), ma par exemple, ne 
saurait être divisible par M, puisque M est premier avec a 
et qu'il est supérieur à m; la même chose a lieu, à l'égard 
de la différence na— m'a de deux termes de la suite (2), 
car cette différence est aussi un terme de la même suite. 
Il résulte de là que, si l’on prend les résidus minima posi- 
tifs des nombres (1), par rapport à M, ces résidus seront 
tous différents et aucun d’eux ne sera nul ; ce seront donc, 
dans un certain ordre, les nombres de la suite (1). 


CorozLaire. — 81 le nombre M est premier à a, les 
termes de la progression arithmétique 


(1) C, C+a, c+2a, ... c+(M—1)a, 

sont respectivement congrus, suivant le module M, quel 
que soit l’entier c, aux nombres 

(2) PRE MAD ON di FES 


En effet, d’après le lemme précédent, les nombres (1) 
sont respectivement congrus à 


CC TSI c+(M—1), 
et il est évident que ces derniers sont congrus aux nom- 


bres (2), suivant le module M. 


984. Nous emploierons le symbole o(M) pour dési- 
gner combien il y a de nombres premiers à M et non 
supérieurs à M. D’après cette définition, on a évidemment 





PQ). 
Taéonème. — Si M désigne le produit de plusieurs 
nombres a, b, ..., l, premiers entre eux deux à deux, 
on aura 
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+ 
LA 


120 Prenons d’abord le cas de deux facteurs et soit 
M = ab, 


a et b désignant desnombres premiers entre eux. Les ab 
premiers nombres peuvent être disposés comme il suit : 


1, DUR de Ana b, 
b+r, bons BE E- E bb, 
2b+1, 2b+2,..., 2D+k, ..., 2b+b, 


(a—1)b+1, (a—1)b+2, .……., (a—1)b+E, .…., (a—1)0+0. 


Considérons l’une des colonnes verticales de ce tableau, 
par exemple celle qui commence par k. Si k est premier 
avec D, il en sera de même de tous les autres termes de la 
colonne; au contraire, si # et à ont un diviseur commun 
autre que 1, il n’y aura dans la colonne aucun nombre 
premier avec b. D'ailleurs, la première ligne du tableau 
renferme o(b) nombres premiers avec b; donc le ta- 
bleau entier renferme o(b )colonnes verticales dont tous 
les termes sont premiers à b, et qui épuisent tous les 
nombres de cette espèce non supérieurs à M. Supposons 
que k soit premier avec b; la colonne verticale qui com- 
mence par À est une progression arithmétique dont les 
termes sontrespectivement congrus, suivant le module a, 
aux nombres o, 1, 2, ...,(a—1); cette dernière suite 
contient o (a) nombres premiers à a, et, par conséquent, 
la colonne que nous considérons en renferme un pareil 
nombre. De tout cela il résulte que notre tableau renferme 
o(a)><g(b) nombres premiers à a et à b, c’est-à-dire 
premiers au produit ab; on a donc 


(M)=p(a)r(8). 
Passons maintenant au cas général où l'on a 


MAUR ANT: 
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a, b, c,..., l'étant des nombres premiers entre eux, 
deux à deux. On aura successivement 


p(M) me (alolBiate l) 
? 





ee ele e Dre halo) blale verre ere nie 


ce qui achève la démonstration du théorème énoncé. 


285. Le théorème précédent fournit un moyen très- 
simple de trouver la valeur de o(M). 

Lorsque M est égal à un nombre premier ny 1L7eSt 
évident que les nombres premiers à M — p; et non su- 
périeurs à ce nombre, sont 


1,42,1350.14) Ep h); 
on a donc 


pp) =p tr 


Lorsque M est égal à une puissance p’ d’un nombre 
premier p, il est évident que la suite des p7! nombres 





DCR PI PTE PÉTER 


renferme tous les nombres non supérieurs à M qui ad- 
mettent p pour diviseur; on a donc 


p(M)=p—pi=pt{(p—t), 


ou 
I 
o(M) = M — :). 
P 
Considérons le cas général; soient P; > TRS 


teurs premiers inégaux de M, el supposons 


M p'abr se 
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y, 4, },... étant des exposants entiers. On aura {n° 284) 


p(M)=#(r')p(at)o(r)..#3 


d’ailleurs 
CRE ne? À 
g(r) =? :) 
og") = gqÀ 2). 
Ag) = at (12 
ren (ii) 
donc 


ou 


émn(e 3) (5) (ee 


Il importe de remarquer que, si M est un nombre im- 
pair, on a 
p(2M)=9(2)9(M); 
oro(2)—1: donc 
g(2M) = (M). 
286. Il convient de remarquer encore le théorème 
suivant, qui nous sera très-utile dans la suite : 


Tuéorime. — Si d, d', d”, ... désignent la suite des 
diviseurs du nombre M, parmi lesquels figurent l'unité 
et Le nombre M lui-méme, on a 


o(d)+o(d')+o(d") seine == M: 


En effet, soit 
M patrie; 


P; gr, étant des nombres premiers inégaux; les di- 
viseurs d, d', d!, ... ne seront autre chose que les 
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termes du polynôme égal au produit 
(ap pe p")(1+ +9 tat) (ire. +). 


L'un quelconque des termes du polynôme dont il s’agit 
a la forme p* g° r7...; d’ailleurs l'égalité 


dE TE 


entraine 
p(d)=#(p")p(a")p(rt)...; 


donc la somme de toutes les quantités Q (d) sera le pro- 
duit des polynômes 


Le premier de ces polynômes a pour valeur 
1(p—i)(i+p+p+...+pt)=p", 


et l’on voit de même que les polynômes suivants ont res- 
pectivement pour valeurs g", r°,...; on a donc 


o(d) +9(d') +y(d”) +... = nDqhres Mn Di LE 





Des congruences en général. 


987. La théorie des nombres résout sur les con- 
gruences le même problème que l’Algèbre ordinaire sur 
les équations; elle se propose, en particulier, de trouver 
les valeurs de x qui satisfont à une congruence telle que 


f(x)=0 (mod.M), 


où f (x) désigne un polynôme entier et rationnel dont 
les coefficients sont des nombres entiers. Si l’on satis- 





2 
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fait à cette congruence, en faisant x — a, on y satisfera 
aussi, d’après une remarque précédente, en faisant, quel 
que soit l’entier #, x = a + kM; d’où il suit que chaque 
solution en donne une infinité d’autres, mais qui sont 
toutes équivalentes suivant le module M. Les diverses 
solutions renfermées dans une même formule a+ kM 
peuvent se déduire de l’une quelconque d’entre elles ; 
d’ailleurs, on peut disposer de l’entier de manière que 


L M M 
a+ kM soit compris entre — = ét Es ou entre 0 


et M; il n'y a donc lieu de s'occuper que des solutions 
comprises entre ces limites. 
Cela posé, nous appellerons racines de la congruence 


f(x)=o (mod.M) 
les diverses valeurs de x comprisesentreo et M, qui ren- 
dent f(x) divisible par M. 
Une congruence est identique lorsque tous ses coeffi- 
cients sont divisibles par le module, et elle est évidem- 
ment impossible lorsque ses coefficients sont divisibles 


par l’un des facteurs du module, à l'exception du terme 
indépendant de x. 

Si F(x) désigne un polynôme entier etrationnel, ayant 
pour coefficients des nombres entiers, on peut substituer 


à la congruence 
f(æ)=0o (mod.M) 
la congruence équivalente 
f(zæ)+MF(x) = {(mod.M ), 
et disposer ensuite des coefficients indéterminés de F(x), 


; ; NI. 
pour rabaisser au-dessous de M, et même de PL l’on 


veut, tous les coefficients de la congruence. 


16 COURS D ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


Des congr'uences du premier degré. 


288. La congruence du premier degré 
(1) ax+b=o (mod.M) 
peut se mettre sous la forme 
(21 ax +b—=Mry, 


et la recherche de ses racines est ramenée à celle des so- 
lutions en nombres entiers de l’équation (2) qui renferme 
les deux inconnues xet y. Sia et M sont premiers entre 
eux, l'équation (2) est toujours résoluble en nombres en- 
tiers; on obtient une première solution xs, yo (n° 13) 


: k a s : ; : 
par la réduction de Ni © fraction continue; après quoi 
toutes les solutions sont données par les formules 

Emme re ra 1 RRQ Are PU mic 1 


où t désigne une indéterminée. On peut disposer de cette 
indéterminée de manière à obtenir une valeur de x com- 
prise entre zéro et M, et, si l’on représente cette valeur 
par To, les autres valeurs de x continueront à être don- 
nées par la première des formules qui précèdent. 

Il résulte de là que la congruence du premier degré (1) 
n’admet qu'une seule racine, quel que soit le module, 
lorsque le coefficient de l’inconnue est premier avec ce 
module. 
= On arrive à la même conclusion au moyen du lemme 
du n° 283 (CorozLaire). Effectivement, si l’on donne 


à x les M valeurs 
0! 1,02 0 ME} 


le premier membre de la congruence (1) prendra M va- 
leurs incongrues suivant le module M; l’une de ces 
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valeurs sera donc nulle, relativement à ce module, et la 
valeur correspondante de x sera la racine demandée. 
Si æo désigne cette racine, on peut écrire 


b 
= — = (mod. M), 


comme Gauss l’a proposé. 

Si le coefficient a n’est pas premier avec le module M 
et que d désigne le plus grand commun diviseur de ces 
deux nombres, la congruence (1) ne sera résoluble que 
si à est divisible par d. Quand il en est ainsi, la con- 
gruence, divisée par d, devient 


ANR D M 
(3) JT +30 Émod. 7); 


on rentre alors dans le cas que nous venons d'examiner. 
Soit xo la racine de la congruence (3): les valeurs de x 
qui pourront y satisfaire seront toutes comprises dans la 
formule 

M 


RE En EC 


dit 


et l’on voit que la proposée admettra les d racines 


M 2M (d—:1)M 
Lg y te) EU MAUR Vers Op 


d d 


2 
qui sont incongrues suivant le module M. 


289. Lorsque le module M est un nombre composé, 
la résolution de la congruence 


(x) axz+b=o (mod. M) 


7 


où l’on suppose a premier avec M, peut être ramenée à 
celle d’autres congruences dans chacune desquelles le 
module est un facteur de M. 

S. — Alg. sup., I. 2 
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Soit, en effet, 


M, et M, étant des nombres entiers. 
Il est évident que la racine de la congruence (1) doit 
satisfaire à la congruence 


(2) ax+b—=o (mod.M,); 


désignons par æ la racine de cette congruence : les valeurs 
de x qui satisfont à la proposée seront de la forme 


x =a+M, Ti, 


x; étant une indéterminée, et en substituant cette valeur 
il viendra 


(aa+b)+Mar—= (mod. M). 


Par hypothèse, ax + b est divisible par M, ; si donc on 


pose 
aa + b 


D, 
M, 43 


la précédente congruence, divisée par M,, deviendra 


ax, +b,=0 (mod. M,). 


S1 l’on désigne par &, la racine de cette nouvelle con- 
gruence, la formule 


æ—=a+M,c, 


donnera la racine de la proposée. 
On conclut de là que, si l’on a 


M 2 M, M; SEUC M}, 


M,, M, ..., M; étant des nombres entiers, la résolution 
de la congruence 


ax +b=o (mod. M) 
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peut être ramenée à celle d’autres congruences de la forme 


ax+b=—=o (mod.M,), 


ax +b;=0o (mod. M,), 


ar + by ——— (mod. M. - 


En particulier, on peut prendre pour les nombres M,, 
M;,,... les facteurs premiers dont le module est le pr o- 
duit. 


Exempze. — Soit la congruence 
12379x — {09 —0o (mod. 675). 


ca 4 2 he 
Le module 675 est égal au produit 27 X 25 ; on peut 
donc commencer par résoudre la congruence 


1237x — 4096—=0 (mod. 27), 


qui, en rabaissant les coefficients au-dessous du module, 


devient 
5rx—8—=o (mod. 27), 


ou, s1 l’on veut, 
8 + 277. 
5 








La valeur y — 1 donne x ==7; on fera, en conséquence, 
T7 +274; 
en substituant cette valeur, la proposée devient 
1237 X 2741 + 4563—=0 (mod. 27 X 26), 
ou, en divisant par 27, 
1237x1 +169—=0 (mod. 25 ); 


rabaissant les coefficients au-dessous du module 25, on 


obtient 
122%, —6—=0 (mod: 25), 
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ou, en divisant par 6, qui est premier avec le module, 
27, —1=—=0 (mod. 25). 


On tire de là 
1+25y 
2 2 


Ti Er 


et la valeur y — 1 donne x; = 13. 
La racine demandée est donc 


LE T HARAS =090: 


290. On ramène au problème dont nous venons de 
nous occuper celui qui a pour objet de trouver un nom- 
bre N qui ait des résidus donnés &, a;, &2:,..., suivant 


des modules donnés M, M,, M, .... 


Le nombre cherché N doit satisfaire aux congruences 
(1) N=a(mod.M), —=ai(mod.M;), N=4,(mod.M;), …; 


la première donne 
N—a+Mr, 


et, pour que le nombre N ainsi déterminé satisfasse aussi 
à la deuxième des congruences (1), il faut que l’on ait 


a+Mx=a(mod. M;) ou Mr+{(a—a,)=o (mod.M,). 


Si le plus grand commun diviseur d des nombres M et 
M, ne divise pas a — a,, le problème proposé n’admettra 
pas de solution; dans le cas contraire, la précédente 
congruence peut s’écrire 


M , Ter ess ä M, 
CHE w, = O0 mo É; , 


et, si l’on désigne par « sa racine, cette congruence ne 
sera satisfaite que par les valeurs de x données par la 
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formule 


x, étant une indéterminée. En posant 
a —+- M DU at), 
on obtient cette expression de N 


Nine MM; 





Ti. 


Si l’on veut que cette valeur de N satisfasse à la 
troisième des congruences (1), il faudra que l’on ait 


MM 
ati) + À Li = do (mod. M;), 


ou 
MM, 


d 





æ +(al—4a;)=0o (mod. M,); 
d 
et M; ne divise pas alt? — 4, la précédente congruence 





si le plus grand commun diviseur d, des nombres 


sera impossible; dans le cas contraire, elle se ramènera 
à la forme 


MM, an) — a; TEA us | 
dd, té d, DE ie À < 





‘ 


et, en appelant &, sa racine, on devra poser 


M; 
Li == A] er 


di 
X+ étant une indéterminée. Faisant alors 


MM, 


C 


an) + 





A — aû), 
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l'expression de N sera 


N pue at?) — MM, M; Loc 
dd, 


On peut continuer de cette manière jusqu’à ce qu'on 
ait épuisé toutes les congruences proposées, et si l’on ne 
rencontre aucune congruence impossible, l'expression 
demandée aura la forme 


N=— A+ wX, 


À étant une indéterminée, et y désignant le plus petit 
commun multiple des modules M, M,, M, .... 


291. Le cas d’un nombre m2 de congruences du premier 
degré, à m indéterminées, peut être résolu au moyen de 
ce qui précède. Supposons qu’on demande les systèmes 
de solutions des congruences 


UE + br Hz +i.+ku. EN = 

AC ir On V0 CORNE AR 7 2 DCR == 0 J 

Érh N P É AE (mod. M) 
| Ant + OREIT 1. Cm—1 Con au D Een 72 Le u + Lara == O 


Les valeurs de l’une quelconque des inconnues, qui 
figurent dans les systèmes de solutions cherchées, dé- 
pendent d’une congruence linéaire qu’on peut facilement 
Tormer. Effectivement on peut toujours trouver, par la 

’ théorie des équations du premier degré, m nombres en- 
Hors ns Pi een qui n'aient aucun diviseur commun 
avec le module et qui satisfassent aux 2— 1 équations 


| Lo Éo Ki: b, é Ts (EP ERS CHE — 0, 


USE 4 Led . pa 
{ Co 50 nm NS en mm M Nr) 


D 


..... n,,6,,6 6,0 0e 0900" 6 ne este Ne RIRES) 


lo en un (Es ET as 2 FA Er — 0; 
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alors, si l’on ajoute les congruences (1) après les avoir 
multipliées par £o, 1,--., Em respectivement, et que 
l’on fasse, pour abréger, 


do É0 FA Ëi Fes + Ant Ém—1 = 4, 
Lo TE me l Corte ENT LE Ém—1 — l, 


on aura 
avt (mod. M). 


On peut opérer de la même manière à l’égard des incon- 
nues y, 3, ..., et l’on formera ainsi 77 congruences, dont 
chacune ne contiendra qu’une seule inconnue et qui ad- 
mettront toutes les solutions du système proposé. Mais la 
réciproque de cette proposition n’a pas heu, et il pourra 
arriver que diverses solutions du système obtenu par notre 
méthode ne conviennent point au système proposé. Dans 
la pratique, il sera en général plus simple de procéder 
par éliminâtions successives et de remplacer le système ( 1) 
par un autre dans lequel chaque congruence renferme 
une inconnue de moins que la précédente. 


Exemrze. — Soient les congruences 


Br 4 by LE 'z—=A 
(2) 


22 + 37 +22= (mod. 12), 


bx + T +32= ) } 


que Gauss a choisies pour exemple dans ses Recherches 
arithmétiques. Si l'on üre de la première la valeur de z 
pour la porter dans les deux autres, on aura ce nouveau 
système : 

z=4 — 3x—57y | 
(2) 4x +97y = (mod. 12); 

x AT 6 


éliminant ensuite x entre les deux dernières, on a ce 
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troisième système : 


z2=4 — 3r— 57 
(3) Âx=1— 97 (mod. 12). 
br = 5 


La dernière congruence du système (3) n’a u’une 
5 , q 
seule racine, qui est — 1 ou 11. La deuxième des con- 
gruences (3) donne ensuite 


4x=8 (mod. 12) 
ou 
T=2. (mod. 3). 


On a ainsi quatre valeurs de x, savoir : 
=); , 8, IT. 
La première congruence (3), qui se réduit à 
Z2=9— 3x, 


à cause de y = —1, donne les quatre valeurs correspon- 
dantes de z, savoir à 


22 "3,16;"0, D: 


Sur Le nombre des racines de la congruence 
ZX? —1—=0 (mod. M). 


292. Pour que le produit (x +1) (x—1) soit divi- 
sible par M, il faut et il suffit que x — 1 contienne tous 
ceux des facteurs premiers de M qui ne figurent pas 
dans æ+ 1; d’ailleurs x—r et x+1r ne peuvent avoir 
que les diviseurs 1 et2 communs, puisque leur différence 
est égale à 2. Donc, pour résoudre la congruence 


(1) ET 1==0 "mod M} 
il suffira de poser de toutes les manières possibles 


M== AB; 
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À et B étant premiers entre eux, ou ayant 2 pour plus 
grand commun diviseur, puis de déterminer les valeurs 
de x qui satisfont à la fois aux deux congruences 


(2) æx+io (mod. A), x—1—=o (mod.B). 
On tre de la première 
ou LT — 1 + A6, 


t étant une indéterminée, et, en substituant cette valeur 
dans la seconde congruence, 1l vient 


(4) At—2—=o (mod. B). 


Comme le plus grand commun diviseur de À et Best 
1 Où 2, par hypothèse, la congruence (4) sera toujours 
possible. Si À et B sont premiers entre eux, cette con- 
sruence aura une racine unique et la formule (3) donnera 
également pour x une valeur unique. Mais, si À et B ont 
le diviseur commun 2, la congruence (4), divisée par », 
deviendra 
BR ii 0 (mod. =): 


\ 


M à 


Les valeurs de { qui satisfont à la congruence (5) sont 
données par la formule 


B 
dr St AA, {L, 
2 


é re | B 
Lo étant un nombre déterminé compris entre o et —; 


PA] 


et u désignant une nouvelle variable. Alors la con- 
gruence (4) a les deux racines 


B 
Lo, Gr? 
2 
et la formule (3) donne les valeurs correspondantes de x, 


M 
— 1 + At,, ct Ps Pa MALTE 
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Il importe d'examiner maintenant si l’une des racines 
de la congruence proposée peut être donnée par deux 
décompositions distinctes du module M : 


MAPS: MÉé- AB? 


. «a . . 72 . , *. 
Désignons par = la fraction irréductible équivalente 
aux deux fractions 
Ar MA’ 


B'? B ? 


lesquellés sont égales, en vertu de l'hypothèse AB— A'B'; 
on aura 

AUS) GS A EEE 

Dit /B 10 
el, par suite, 


! lu ! À 
À "A, BE 8; 


À et ur étant des entiers. Mais, si les décompositions con- 
sidérées fournissent une même racine æ de la con- 
gruence (1), les nombres A et B' ou A et B diviseront 
respectivement x +1 et x — 1 : donc ils ont pour plus 
grand commun diviseur 1 ou 2; chacun des nombres À 
et p est par suite égal à 1 ou à 2. Il résulte de là que les 
décompositions 


M=-AX DB UM ABS 


sont les seules qui puissent donner une racine x déjà 
fournie par la décomposition M — AB. 

Cela posé, il est facile de déterminer le nombre N des 
racines distinctes de la congruence (1). 

Supposons d’abord que le module M soit impair et dé- 
signons par ? le nombre de ses facteurs premiers inégaux. 
Dans le cas dont il s’agit, les décompositions M — AB 
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donnent nécessairement des racines distinctes, et il suffit 
d’avoir le nombre de ces décompositions. Or, pour for- 
mer À, on peut n’employer aucun des facteurs premiers 
de M: on aura alors À — r; on peut introduire dans À 
un seul des 7 facteurs premiers de M, et l’on obtiendra 
ainsi 2 décompositions distinctes; pareillement, on aura 
n(r—1) Te se) VE k vas 
+ LME écompositions, en formant À avec deux des 
facteurs premiers de M, et ainsi de suite. D’après cela, 


on aura 


n  n(r—:1) 72 
Nr + ul, pi 
I NE I 


ou 
Neo: 


Supposons en deuxième lieu que le module M soil 
double d’un nombre impair, et désignons par g, comme 
précédemment, le nombre des facteurs premiers impairs 


< M ATX ; FR 
inégaux de M ou de sat Considérons la décomposition 
M —= AB, 


À étant pair et B impair; parmi les autres décompo- 
sitions, la seule qui puisse fournir la même racine x que 
la première est 
I 
M=.-tA >x<.2.B, 
2 
et je dis qu’elle la fournit effectivement. En effet, la ra- 


cine qui répond à la première décomposition est déter- 
minée par les formules 


x——1+At, At—2=o (mod.Bj); 


or, À étant pair et B impair, on peut écrire 


A A 
D 1 nor de. ortro— ou /mod > 
à 2 
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ce qui montre que cette valeur de x répond aussi à la se- 
conde décomposition. Il résulte de là que N'est le nom- 


; sé M ; 
bre des décompositions de — en deux facteurs premiers 
À 


entre eux, et l’on aura alors 
Near 


comme dans le premier cas. 

Supposons, enfin, que M soit divisible par la puis- 
sance 2? de 2, p étant >1, et désignons encore par » le 
nombre des facteurs premiers impairs inégaux de M ou 


M à ; es 
de cu Dans ce cas, on peut rejeter toute décomposition 
M — AB, 


dans laquelle l’un des nombres À ou B serait impair. En 
effet, supposons À pair et B impair; le raisonnement que 
nous venons de faire, à l’occasion du cas précédent, 
montre que la racine qui répond à la décomposition AB 


LR 72 . LA . A . 
sera aussi donnée par la décomposition — 2B. Main- 
D) 


tenant une décomposition de M en deux facteurs pairs 
donne deux racines x qui sont nécessairement distinctes 
de celles fournies par une autre décomposition de la même 
espèce; car, dans chaque décomposition, les facteurs 
doivent avoir 2 pour plus grand commun diviseur; donc. 
pour obtenir toutes les décompositions utiles de M, il faut 


M . É À ë 
former celles de = etintroduire ensuite 2 dans le premier 
2 


facteur, 2*7! dans le second, puis inversement 2°! dans 
le premier facteur et 2 dans le second. Si p = 2, ces deux 
dernières opérations rentreront évidemment l’une dans 
l’autre. 

Il résulte de là que, si p — 2, c’est-à-dire si M est divi- 
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sible par 4, mais non par 8, on aura 
N — on+i, 


Si p est > 2, c’est-à-dire si M est divisible par 8, on 
aura 
N — on+2, 


Cette conclusion n’est point en défaut, quand on a M — »*; 


M , pa 
dans ce cas, in admet que la seule décomposition 1 X1. 
5) 


Il faut remarquer que les racines de la congruence (2) 
sont conjuguées deux à deux, de manière que deux ra- 
cines conjuguées soient égales et de signes contraires, 
ou, si l’on veut, complémentaires au module. Il est évi- 
dent que deux racines conjuguées sont fournies par deux 


décompositions telles que AB, BA. 
ConozLarre. — La congruence 
1 150 (mod. M) 


admet un couple unique -de racines conjuguees dans 
l'un des trois cas suivants ; 1° si M est une puissance 
d'un nombre premier impair; 2° si M est le double 
d’une telle puissance; 3° si M est égal à 4. Dans tout 
autre cas le nombre des couples de racines conjuguées 
de la congruence est un nombre pair. 


Ce corollaire résulte immédiatement des formules par 
lesquelles nous avons exprimé le nombre N dans les 
différents cas que nous avons examinés. 


: Li 
Exemrze. — Si l’on a M — 24, on a ces quatre décom- 
positions utiles 
À 29 Tu ER O0 
Bu .21) 0:04" 
la congruence 
x?— 1=0 (mod. 24) 
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a huit racines, savoir : 


1, 13 fournies par la décomposition 2 >< r2, 


25 RTE » » s “T2 USE 
7: 19 » LEO, 
dr PA » » (SR 


Theorème de Fermat. 


293. Le théorème de Fermat est l’une des proposi- 
tions fondamentales de la théorie qui nous occupe; aussi 
croyons-nous utile de présenter ici les démonstrations 
diverses qu’on en a données. Ce théorème célèbre est le 
suivant : 


Taéorime. — Si le nombre entier à n’est pas divi- 
sible par le nombre premier p, la différence aP-—1 
est divisible par p; en d'autres termes, on a 

a?-1=1 (mod.p). 

PREMIÈRE DÉMONSTRATION. — Comme & et p sont pre- 
miers entre eux, par hypothèse, les nombres 
(1) 4,240 0 NID UE 
donneront, relativement à p (n° 283), les résidus 
(2) LD See KIT EL 


abstraction faite de l’ordre. Le produit des nombres (1) 
est donc congru, suivant le module p, au produit des 
nombres (2), et l’on a, en conséquence, 


1.2.3...{(p—1}(a-t—1=o (mod.p). 


On peut diviser cette congruence par le produit 
1.2.3...(p—1) qui est premier avec le module, et 
l’on a 

a?—!—1=o (mod.p}, 


ce qu'il fallait démontrer. 
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DEUXIÈME DÉMONSTRATION. — Si l’on élève à la puis- 
sance p le binôme 
(a —1) +1, 
dont la valeur est a, on aura 


aP= (a — 1) +7 (a — 1)! Hs à 


plais (pe Le] 


: \ 
a —1 PT +... +1; 
dé E ù ) s 





—— 


dans le second membre de cette formule, tous les termes 
sont divisibles par p, à l'exception du premier et du der- 
nier, car le coefficient 


PP 1} SPA +1) 
10200 





est un nombre entier, et cet entier est évidemment divi- 


sible par p si k est <{p. On a donc 
a’—={(a—1) + (mod.p, 
et, en retranchant a, de part et d’autre, 
a —a—={fa—1)?—{a—1) (mod.p). 
Cette formule montre que la différence a? — a n'est 
altérée que par un multiple de p, quand on diminue a 


d’une unité; il en est donc de même quand on diminue a 
de 2, 3,..., a unités; on a, en conséquence, 


a’ —a—=0o (mod.p}), 
et, en divisant par a, nombre premier au module, 1l vient 
at —1=o {mod.p). 


TROISIÈME DÉMONSTRATION. — On a, quels que soient 
. { 
les entiers # et y, 


? P 3— 1 
(« + p}P— PR UPT Ep ER 
I 


Riou sÆ 








M PTE 
RAP dl ET) yo qe Mn ers © te Die 
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nous avons vu que, dans le second membre de cette for- 
mule, tous les termes sont divisibles par p, à l'exception 
du premier et du dernier; on a donc 

(u+v)}P= up +vP [mod.p). 


Soient maintenant a nombres entiers @,, &»,..., &a; ON 
aura, d’après la formule précédente, 


(ay + a +. += + (ar ++ a)? | 
(a + os nu ner 2 ca = 0Ù + (ay +... + Ga)? | 
/ 


et, en ajoutant, 
(œ où + Vos el fe .+aÿ=al +al +. MAL Dj al {mod. p). 


Supposons maintenant que les nombres &,, @, ..…., &a se 
réduisent tous à l’unité, on aura 


aa ([mod.p}), | 
ou, en divisant par &, 


a?—l=1 (mod.p) 


Théorème de Wilson. 


294. Taéonkme. — Si p est un nombre premier, la 
somme 1.2.3...(p—1)+1 est divisible par p; en 
d'autres termes, on a 


1.2.3...(p—1)=—1 (mod. p). 


PREMIÈRE DÉMONSTRATION. — Soit «& l’un quelconque 
des nombres ; 


(1) MES Let f à 
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et formons les multiples de a 
(2) a, 24, 3a, ..., (p—1)a. 


Dans la suite (2), il y a un terme congru à 1, et il n’y 
en a qu’un seul; supposons que ce soit æa, on aura 


«a—=1 (mod.p). 


Les nombresaeta sont inégaux, à moins quea ne soit égal 
àrou àp—1.S1,eneffet,on aa—a,a?—1={a—1)(a+1) 
est divisible par p; or pest premier, il divise donca—1 
où a+-1, et, comme a est <{p, on a nécessairement 
A—=IOuUa—p—I. 

Il résulte de là que les nombres 


DIS MIRE (D—=.2) 


peuvent être associés deux à deux, de manière que le pro- 
duit des deux associés soit congru à l'unité, et, en multi- 
pliant entre elles les congruences ainsi obtenues, on aura 


2.3.4...(p—2)=1 (mod.p); 


multipliant enfin par p—1, on a 


La 


1.2.3.4...(p—1)=p—1 (mod.p), 
ou 

1.2.3.4...(p—1)+1=o (mod.p} 
ce qu'il fallait démontrer. 

Ce théorème est surtout remarquable en ce qu'il ex- 
prime une propriété qui appartient exclusivement aux 
nombres premiers ; car, si p estun nombre composé, et 
que 8 soit un de ses diviseurs, divisera le produit 
1.2.3... (p—1), et, par conséquent, ilne pourra diviser 
ce même produit augmenté de l'unité. Il en sera donc 
de même du nombre p. 


Corozzatre. — Z'out nombre premier p de la forme 
An + x est la somme de deux carrés. 
S. — Alg. sup., 3 
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En effet, par le théorème précédent, p divise la somme 
(1.2.3... 2n)[(2r +1)... 4n] +1; 
mais les nombres 
2h HI, 210,0. , ET 
sont respectivement congrus à 
— on, —{(22—1), ..., —1 


suivant le module p; donc le produit des uns est congru 
au produit des.autres. D'ailleurs le nombre des facteurs 
étant par, on peut changer leurs signes, et l’on a 


(1.2.3...2n+1=0 (mod.p); 


p divise ainsi la somme de deux carrés, et, par consé- 
quent, 1l est lui-même la somme de deux carrés (n°15). 


Remarque. — Un nombre de la forme 4 7 + 3 ne peut 
être la somme de deux carrés. En effet, tout carré pair a 
la forme 47, et tout carré impair est de la forme 4n+1; 
par conséquent, la somme de deux carrés premiers entre 
eux a toujours l’une des deux formes 4n+1 et 4n +. 


DEUXIÈME DÉMONSTRATION. — On peut encore démon- 
trer le théorème de Wilson au moyen de la formule 


7 A 
Au, = En RE Un—1 —+ Heu Ur—9 — ,.. + (—1)" U) 


que nous avons établie au n° 152, et qui exprime la dif- 
férence ni" du terme w, de la suite 


gs Utile MT ES 
a . , LA 
Si l’on suppose généralement 


ui == (æ + Re}, 
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on aura 
DOTÉ A 72, 


et notre formule générale deviendra 


1.2...n=(r+n)—" (x + n—1)" 


n(n—1) 


Te (r+n—2)—.,, +(—i)jtet, 


Soit maintenant X—1,2—p—1,p étant un nombre 
premier, 1l viendra 


| 





1.2.8... (p—1)=prt— À Co x)" 
(p— 1) (p— 2) LE 
DÉPART CES (p — 2) ar 
‘x 


Fi 
— D—1. 
EL SRNEe V0 Cr ; 


on a d’ailleurs 


PE LAN (pe np — 3) HF, 
I 192 








1.2.3...(p—1)+i1=pr !— P _ [Cp A) r] 


2e pee) [CP —92)P—1— 1] As 


— (2P—-1— 1), 
Dans le second membre de cette formule, le premier 
terme est une puissance de p et tous les termes qui sui- 
vent sont divisibles par p, d’après le théorème de: 
Fermat; on a donc 


1.2,3,..{p—1)+i1=o (mod.p) 
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Theorème de Fermat généralise ; 


295. Le théorème de Fermat est susceptible d’être 
étendu aux modules composés; il n’est effectivement 
qu'un cas particulier de la proposition suivante : 


Tuéorëme. — Si a et M sont des nombres premiers 
entre eux, et que o(M) exprime combien il y a de nom- 
bres premiers à M et non supérieurs à ce nombre, la 


d ifférence 


a? (Dj Ene I 


sera divisible par M; en d’autres termes, on aura 
a«W—_1=o (mod. M). 


La première des démonstrations dont nous avons fait 
usage au n°293 s'applique au cas actuel, avec de lé- 
gères modifications. Soient 


(1) DO cdi ES Ne 


les © (M) nombres premiers à M et non supérieurs à M. 
Si on les multiplie par le nombre a qui est également 
premier à M, on obtiendra la nouvelle suite 


(2) aa), 46, 4ÿ, 40, 50, 40) 


aucun terme de la suite (2), ax par exemple, ne peut 
être divisible par M; car M est premier à a et 1l est supé- 
rieur à æ; pour la même raison, la différence a (6— a) 
de deux termes de la suite (2) ne peut être divisible 
par M, d'où il résulte que, si l’on prend les résidus mi- 
nima, relativement à M, des termes de la suite (2), on 
obtiendra © (M) résultats différents. En outre, les nom- 
bres (2) sont premiers à M, et en conséquence leurs ré- 
sidus le sont aussi; ces résidus sont donc précisément les 
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nombres (1).Les nombres (2) étant respectivement con- 


erus aux nombres (1), le produit des uns est congru au 
produit des autres, et l’on a 


a6y...w[atW— 1]=o (mod.M); 


en divisant par le produit ab... qui est premier avec 
le module, il vient enfin 


aWM_—r1=o (mod. M). 


Théorème de Wilson généralise. 


996. Le théorème de Wilson est lui-même suscep- 
tible d’être généralisé; on peut effectivement l’énoncer 
comme 1l suit : 

Taéorème. — Si P désigne le produit deso(M) nom- 
bres premiers à M et non supérieurs à M,on a 

ant fnodisM} 


savoir 
—=—1 (mod. M), 


—— 


si M est égal à une puissance d’un nombre remier 
5 / 


impair, ou égal au double d’une telle puissance ou égal 
à A;'et 
+1 (mod. M}, 

dans tous Les autres cas. 

En effet, soient, comme précédemment, 
(a) 7A 
les nombres premiers à M et non supérieurs à M.Sia 
désigne l’un de ces nombres, les produits 


OD 


UT re € A 


(2) aa, :a6, ay) =: 46 


donneront, comme on l’a vu, des résidus minima diffé- 
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rents, relativement au module M. Parmi ces résidus, il 
y en aura donc un égal à r, et un autre égal à M —r. 
Supposons que aa donne le résidu 1; Sia et « sont iné- 
gaux, Je dirai que ces nombres sont associés du premier 
genre. Si a — a, le produit a X a donnant le résidu 1e 
le produit a(M— a) donnera le résidu —1 ou M —1; 
je dirai alors que a et M— à sont associés du second 
genre. Il résulte de cette définition que deux associés 
du second genre constituent un couple de racines con- 
Juguées de la congruence 


(5) LE T0 (mod. M). 


Il'est évident que le produit de tous ceux des nombres (1) 
qui composent les couples d’associés du premier genre 
est Congru à 1, suivant le module M, tandis que le pro- 
duit de tous ceux qui forment les couples du deuxième 
senre est congru à (—1)*, m désignant le nombre des 
couples de racines conjuguées de la congruence (3). Il 
résulte de là que l’on a 


P=(— 1) (mod. M). 


Or, si l'on aM = p”, où M — 2p', où M — 4, p étant 
un nombre premier impair, le nombre a est égal à r, 
tandis que le même nombre est pair dans tous les autres 
cas (n° 292); donc on a 


PES TON UMOU DRE 
dans les trois cas de M — DL 2 DIM 
P=+1 (mod.M), 
quandle module M n’est pas de l’une de ces trois formes. 


RemarqQuEe.—Si l’on veut avoirl’associé d’un nombrea, 
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:] suffira de déterminer la racine de la congruence 
der 120, |mod/M}, 


ou, si l’on veut, de résoudre en nombres entiers l’équa- 


tion indéterminée 
ax —M}y=t. 


Au surplus, comme le théorème de Fermat généralisé 


donne 
atM=1 (mod. M), 


l'associé demandé est évidemment le résidu de la puis- 


sance 
a? (M)—1 ; 


Des congruences dont le module est un nombre 
premier. 
997. Etant donnée la congruence 
Ar + Anal +... + Amir + Am =0 (mod.p), 


dont le module p est supposé premier, et dans laquelle 
les coefficients A9, À,, … sont des entiers compris entre 


zéro et p ou entre Let + 2, on peut toujours la rem- 
2 2 


placer par une autre dont le premier terme ait pour 
coefficient l'unité. Car soit A’ le nombre associé de A, 
c’est-à-dire le nombre tel que l’on ait 


À A =7r::(mod.p}; 


et désignons par 
Fos Ps: CRT Ph 


les résidus des produits 
RAR AT AA RE 


si l’on multiplie par A, A! les termes de la congruence 


proposée, à partir du deuxième, cette congruence pren- 
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dra la forme 
Ao(e"+Pixi-1pp,rm2 nt +Pyhir+P,)=0 (mod.p), 


et, en divisant par A, qui est premier avec le module, 
il viendra 


an + P,x”—1 als P,xr—? 2h, Rat T + P,=0 (mod. p). 


298. Les congruences dont le module est premier 
jouissent d’une propriété très-importante et qui estexpri- 
mée par la proposition suivante : 

Tréorime. — Une congruence non identique suivant 
un module premier ne peut avoir plus de racines qu'il 
n'y a d'unités dans son degré. 

Soit 
(a) f(x)=o (mod.p) 
une Congruence de degré m suivant le module pre- 
mier p, f(x) désignant, pour abréger, le polynôme 

FACE VS AE OP VE ont DRORSS ETES À 555 ERA 


dans lequel les coefficients sont des nombres entiers 


Pet CH 
2 2 


S1 l’on désigne Par &@;, @, .…, Am des nombres en- 
Liers quelconques et que l’on pose, comme au n° 45, 
Jet (æ — a) f(x) ER, 
va (æ) = (x — @) fa (2e) —- R;, 
(2) fax) rs (x — ass (x) + R;, 


compris entre zéro et p ou entre — 


Ï 


M'ONT Ne er ss ere à Sens . , 


PE (x) cs le or ) se (æ) psc à Re 


RE 1RS, ..41R 5 étant indépendants de x, puis que l’on 
ajoute toutes ces égalités, après les avoir multipliées 
respectivement par les m facteurs 


1, T—4,, (æ— a )(æ— a), VTT (er 45) Mara 
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il viendra, en remplaçant f*{x) par sa valeur A, 


| 1) —A,(r—a)(x—a)...(x—a») 
(3) 


+ Re FE: a) (x y 3) ARE (æ STE Am-1} + sus 


HR (ea) (re —@) +R (ra) PR 


Supposons maintenant que la congruence proposée ail 
une racine, et prenons «a; égal à cette racine; On aura 


alors 
R,=0o {mod.p), 


et, d’après les égalités (2), la congruence (1) pourra se 
mettre sous la forme 


(æ— a)filr)=o (mod.p). 


Le module p étant premier, le produit (x — ai) fi (x) 
ne peut être congru à zéro suivant ce module, à moins 
que l’un des facteurs ne soit divisible par p; done, si la 
précédente congruence admet des racines distinctes 
de a,, ces racines appartiendront à la congruence 


(4) Jfilx)=0o (mod.p). 


Si la congruence (4) n’a point de racines, la proposée 
n'aura que la seule racine a,. Si, au contraire, cette con- 
sruence a des racines, et que l’on prenne pour a: l’une 
de ces racines, on aura 





R;=0 {mod.p}, 


et, d’après les égalités (2), la congruence (4) prendra la 
forme 
(x — a) fi(x)=0 (mod.p). 


Le même raisonnement montre que, si cette congruence 
a des racines distinctes de &>, ces racines appartiennent 
à la congruence 

filæ)=0 (mod.p). 
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Onvoit que, généralement, si chacune des congruences 
fix)=o, fifx)=o, ..:, fn-y (x) =0 (mod.p) 
a une racine, et que la congruence 
fm-a(r)=0 (mod.p) 


; , | ’ . QU à 
n’en ait aucune, la proposée aura m—y4 racines. Si l’on 
suppose QUE 4, Go, ..., Am_, SOient Ces racines, On aura 





R,=0, R;:=0, ..., R,_,—0 (mod.p}; 
et la formule (3) donnera 
(5) Fl)=la—an) (e—@)...(e—on)F(e) (mod.p) 
F (x) désignant une fonction entière du degré u, telle 
que la congruence 
F(x)=0o (mod.p) 
n’ait aucune racine. 


S1 le nombre y est égal à zéro, la fonction F (x) se 
réduit à la constante A, et la formule (3) donne 


(6) f(x)=A(x—a,) (x —u;)...(x— a») (mod.p), 


d’où 1l suit que la congruence ‘proposée ne peut avoir 
pour racines que les #7 nombres &a;, &, ..…., 4m. 


CoroLLAIRE. — Si la congruence f(L)==0 (mod. P) 
du degré m est satisfaite par plus de m valeurs de x, 
elle est nécessairement identique. 


299. Nous présenterons ici une conséquence fort im- 
portante du théorème que nous venons d'établir. 


Taéorkme. — Si f(x) et F(x) sont des fonctions 
entières à coefficients entiers, dont les degrés soient infe- 
rieurs à p, et que f (x) soit un diviseur de la fonction 


! 


teens 
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xP=1— 1 p F(x), p étant un nombre premier, la con- 
gruence 
f(x)=0o (mod.p) 


aura précisément autant de racines qu'il ya d'unités 
dans le nombre qui exprime son degré. 


En effet, d’après le théorème de Fermat, la congruence 
(1) xP1—1=0 (mod.p) 
a les p — 1 racines 
DA2NIOR dei, Prrbi 
D'ailleurs, si l’on a 
(2) 2 + pE (x) = f(x) A(e) 


f(x) et fi(x) étant des polynômes à coefficients entiers, 
la congruence (1) peut se mettre sous la forme 


f(z)fi(æ)=0 (mod. P ); 


et chacune de ses racines appartient à l’une ou à l’autre 
des deux 


(3) fix}=0, 15 


Or, si l’une des congruences(3) avait moins de racines 


Été 


æ)=0o (mod.p)}. 


qu'il n’y a d'unités dans son degré, il faudrait que l’autre 
en eût plus qu'il n’y a d'unités dans le sien, ce qui est 
impossible ; le théorème énoncé est donc établr. 


300. On peut déduire du théorème précédent un pro- 
cédé très-simple pour déterminer le nombre des racines 
d’une congruence de module premier. Démontrons d'a- 
bord le lemme suivant : 


Lemme. — Si f,(x) désigne le reste de la division des 
deux polynômes f (x) et f, (x), dont les premiers termes 
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ont pour coefficient l'unité, les racines communes aux 
deux congruences 


f(x)=o (mod.p}), fi(x)=o (mod.p) 


sont les mémes que les racines communes à 
filz)=o (mod.p), fi(x)=o (mod.p). 

Soit Q le quotient de la division de f(x) par f(x), 
on aura 
et cette égalité fait voir que, si f(x) est divisible par p 
en même temps que l’un des deux polynômes FÉCEEL 
f2(x), l’autre le sera nécessairement aussi; d’où résulte 
la proposition énoncée. 

Corozzarre. — Les racines communes à deux con- 
gruences 

flæ)=o, filzx)=0o (mod.p) 

appartiennent à la con glr'uence 


p(æ)=0 (mod.p), 


o (x) désignant leplus grand commun diviseur aux deux 
polynômes f(x) et f(x). 

Remarque. — Pour trouver ce plus grand commun di- 
viseur g(x), on suivra la marche ordinaire; seulement 
on négligera tous les termes qui sont multipliés par p. Il 
faut, en outre, que toutes les divisions puissent se faire 
sans écrire de coefficients fractionnaires. Pour cela, on 
peut faire en sorte, comme il a été indiqué plus haut, que 
chaque reste soit divisible par le coefficient de son pre- 
mier terme, et alors on fera abstraction de ce diviseur 
commun. On arrive aussi au même but en multipliant 
chaque dividende par un facteur convenable, ou même 
simplement en ajoutant au coefficient du premier terme 
de chaque dividende un multiple de p tel, qu'après cette 
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addition le premier terme du dividende en question soit 
divisible par le premier terme du diviseur correspondant. 


301. Supposons maintenant qu’on veuille connaître 
le nombre des racines de la congruence 


(x) f(x)=o (mod.p). 
Ces racines appartiennent toutes à la congruence 
(2) æPl—1=1 (mod.p); 


il suffit donc de chercher les racines communes aux con- 
sruences (1) et (2). Pour cela, on déterminera, comme il 
vient d’être dit, le plus grand commun diviseur à f(x) et 
à xPT1—1. S'il n'existe pas de diviseur commun, la pro- 
posée n'aura aucune racine; Si, au Contraire, On trouve 
un plus grand commun diviseur (x) de degré p, la con- 
sruence proposée aura p racines, qui seront celles de la 
congruence 
p(æ)=0 (mod.p}) 

laquelle a effectivement y racines, puisque ç(x) est un 
diviseur de degré p du binôme xP71—1. 


ExemPLe. — On demande le nombre des racines de la 
congruence 

Pal x 3x — 22 092 +r— 20  [mod: 7). 
En cherchant le plus grand commun diviseur des poly- 
nômes æ—1 et f(x), comme on l’a indiqué au n° 300, 


_on trouve les deux restes 


— 3(x°+ ox + 3x? — 27 + UE 
2(a+ 3x?— x —3); 
le second reste étant diviseur du premier, la congruence 


proposée a trois racines qui appartiennent aussi à la con- 
gruence du troisième degré 


xÿ+ 3x? —r—3=o (mod.7). 
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Nouvelle démonstration du théorème de Wilson. 


302. Si p est un nombre premier, la congruence 
(æ—1)(æ—2)(r—3)...{x—p+1)—{x?-1—1)=0 (mod.p) 
admet les p—1 racines 

12709, ls SUD ETS 


et, comme elle n’est que du degré p — », elle doit être 
identique. Si donc on désigne par S, la somme des nom- 
bres 1, 2,..., (p—1), par S, la somme de leurs produits 
deux à deux, etc., par S,_, le produit de tous ces nom- 
bres, on aura 


S1=0,.$2= 0, S3= 0, : ..., Sp 4 


suivant le module P: La dernière de ces congruences 
constitue le théorème de Wilson. 


Remarque. — Les coefficients de l’équation 
(x — 1) (æ—2) (æ—3)...{(x— p +1) =o, 


ordonnée par rapport à x, étant des multiples de p, à 
l'exception du dernier terme, si p est premier, la somme 
des puissances mi°"% des p—1 racines 


10 Mo SRE 


sera divisible par p, à moins que m ne soit un multiple 
de p—1. Cela résulte immédiatement des formules de 
Newton. 











SECTION III. — CHAPITRE II. 47 





CHAPITRE IT. 


DES RÉSIDUS DES PUISSANCES ET DES CONGRUENCES BINOMES. 


Des nombres qui appartiennent à un exposant donné 
relativement à un module donné. 


303. Le nombre a étant premier avec le module M, 
considérons la suite indéfinie des puissances de a, savoir 


(1) Y, &, Fes a, 2 + FLE 


Comme cettesuiterenferme unnombreillimité de termes, 
et qu'on ne peut trouver qu’un nombre limité o(M) de 
résidus distincts, il y aura nécessairement deux puis- 
sances, telles que a’ et a**", qui seront congrues suivant 
le module M. On peut diviser la congruence 


(2) a*#=a* (mod. M) 


par a”, qui est un nombre premier au module, etil vient 
alors 


4 at—=1 (mod. M). 


\ 


Réciproquement, si la congruence (3) a lieu, la con- 
gruence (2) aura lieu aussi, quel que soit l'exposant y». 

Il résulte de là que, si n est le plus petit nombre tel 
que la congruence (3) ait lieu, les résidus de la série (1) 
formeront une suite périodique dont la période com- 
prendra x termes incongrus suivant le module M, et 
qui seront les résidus des puissances 


2 n—1 
LA TT. 
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Ceux des termes de la série (1), autres que l'unité, qui 
donnent le résidu (1), sont, d’après cela, 


a”, n°'4 an: + % 
or, d'après le théorème de Fermat généralisé, on a 
a M1 (mod.M): 
donc o(M) est un multiple de 7. 
Lorsque x désigne le plus petit nombre positif, tel 
que a*—1{(mod.M), on dit que le nombre a appartient 


à l’exposant n, relativement au module M. On peut 
alors énoncer cette proposition : 


Taéorime. — L'exposant auquel appartient, relati- 
vement au module M, un nombre quelconque premier 
avec ce module, est un diviseur deo(M). 


304. On peutencore arriver à ce résultat par une autre 
P 

méthode qui ne suppose pas le théorème de Fermat et 

qui conduit même à une démonstration nouvelle de ce 


théorème. 
Quel que soit l’entier a premier avec le module M, 


la suite des puissances 
(1) La) Dani Rae 


donne, comme nous venons de le dire, un certain nom- 
bre r de résidus distincts qui sont ceux des puissances | 


(2) 110; &, a, PME ani, 
et z est le plus petit nombre tel que l’on ait 
(3) a=1 (mod.M). 


Sj la suite des résidus des nombres (2) embrasse tous | 
les nombres premiers et non supérieurs à M, on aura | 


(M) à 

















SECTION III. — CHAPITRE Il. 49 


dans le cas contraire, soit à l’un des nombres premiers 
à M, qui ne sont congrus, suivant ce module, à aucun 
des termes de la suite (2). En multipliant par 8 les 
termes de cette suite, on en obtient une deuxième 


(4) Road SE bat: 


‘dont tous les termes sont distincts; car, si l’on avait 


ba*= ba’ (mod. M), 


il en résulterait 
at= a ({mod.M}, 


. ce qui est contre l'hypothèse. On voit aussi que les termes 


de la suite (4) sont incongrus, suivant le module M, 
aux termes de la suite (2); car, si l’on avait 


bare à (mod. M), 
il en résulterait 
bare ou, at" |mod. M), 
ce qui est encore contre l'hypothèse. Ainsi l’on a 
p(M)—272 ou (M) =>—2». 


Si o(M) est > 2n, soit c l’un des nombres premiers 
et non supérieurs à M, qui ne sont pas compris parmi 
les résidus des suites (2) et (4). En multipliant la 
suite (2) par c, on obtient une nouvelle suite 


(5) CHOC ECM eat 
dont les termes sont incongrus à ceux de la suite (2), 


d’après ce qui précède, et j'ajoute qu'ils le sont aussi 
aux termes de la suite (4); car, si l’on avait 


cat= ba’ (mod.M), 
on en conclurait 


c—ba"+t où —=bart-t (mod, M, 


S. — Alg. sup., I. 4 
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et le nombre c serait compris parmi les résidus de la 
suite (4), ce qui est contre l'hypothèse. D’après cela, 
on a 

o(M)=—3x ou (M) >57. 


On peut continuer ainsi jusqu à l'épuisement complet 
des o(M) nombres premiers et non supérieurs à M, et 
l’on voit que l’on a nécessairement 


o(M)=— mn, 


m étant un nombre entier; ce qui est le théorème dé- 
montré au numéro précédent. 
Mais la congruence 6 entraîne nécessairement 
a"t=1 (mod.M) 
ou 


a? M = Tr (mod. M}, 


ce qui est précisément le théorème de Fermat généralisé. 


Des racines primitives. 


303. D'après le théorème de Fermat généralisé, la 
congruence 
x =; (mod.M) 
admet pour racines les (M) nombres premiers et non 


supérieurs à M. Ceux de ces nombres qui appartiennent, 
suivant le module M, à l'exposant o(M) sont dits racines 


primitives de la précédente congruence, ou simplement 


racines primitives, relativement au module M. 

Ainsi le nombre a, premier à M, sera racine primi- 
tive si, pour toutes les valeurs de n inférieures à oç(M), 
a? est incongrue à l'unité, suivant le module M. Dans 
ce cas, la série des résidus des puissances 


Li ana UE 54 at PAT 
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embrasse les 4(M) nombres premiers à M et non supé- 
rieurs à M. 
On peut établir de suite qu’il n’existe de racines pri- 
mitives que dans des cas peu étendus. | 
Le module M étant décomposé en facteurs premuers, 
soit 
M==piar FA 


3% 


PT, -.. étant des nombres premiers inégaux. Tout 
nombre a, premier à M, sera premier avec chacun des 
facteurs p”, g*, r”, .... et l’on aura, par le théorème de 
Fermat généralisé, 


S1 9 désigne le plus petit des nombres divisibles par 
chacun des suivants : 
p(r")=p}"(P—1) 
pat gg 1), 
p(r)= rt(r—i), 


on aura aussi 
21 (mod. p'}, a$—1 (mod.gt}, a$==1 (mod. r), … 


La différence a$ — 1 étant ainsi divisible par chacun des 
nombres p', g", r”*, ..., elle le sera par le produit M 
des mêmes nombres, et l’on aura 


a$=1 (mod. M). 


Or, g(p') est un nombre pair, sauf le seul cas où l’on 


. 


Le 
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ap—2, 1; de même w(g“)est pair, à moins que 
g =2, um —=1, et ainsi de suite. Donc, si M renferme 
plus d’un facteur premier impair, ou si, ne contenant 
qu'un seul facteur premier impair, il renferme le fac- 
teur 2 à une puissance supérieure à la première, deux 
au moins des nombres 


tr), plat) ir) 
auront un diviseur commun, et, par conséquent, le plus 


petit commun multiple de ces nombres sera inférieur à 
leur produit. Ainsi l’on aura 


S << ?(M); 


etle nombre a, pour lequel on a &=1{(mod. M), ne 


sera pas racine primitive relativement au module M. 
{lreste à examiner le cas où M ne renferme aucun 
facteur premier impair; on a alors 


Mme (Nihe née 
et je dis qu’il n’y a point de racines primitives, si v est 
supérieur à 2. 
En effet, tout nombre impair & peut être représenté 


par la formule 
a = Er + 2?4, 


et, par des élévations au carré successives, on en déduit 


a == 1 2% 4, 


a efs AE RE Ko, 
a? rie I —- 25, .... 
a = 1 + 9° ER 
Fi,ka, -..,k,_, étant des nombres entiers. La dernière 


de ces égalités peut s’écrire 


Le (M) 
2 


a ST (mod. M}, 
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si y est _> 2, et en conséquence & n’est pas racine pri- 
mitive. 

Il résulte de là qu’il ne peut exister de racines primi- 
tives que dans les trois cas suivants : 


1° S: le module M est un nombre premier impair ou 
une puissance d'un nombre premier impair ; 

2° Si le module M est égal au double d’une puis- 
sance d’un nombre premier impair ; 


3° Si le module M est égal à 4. 


Dans le cas de M — 4, on a o(M) = 2, et le nombre 
— 1 ou 3 satisfait évidemment à la définition des racines 
primitives. Le cas où M est une puissance de 2 supé- 
rieure à 4 mérite une attention particulière, bien qu'il 
n’y ait point de racines primitives, dans le sens que nous 
attachons à ce terme. 


Des racines primitives, dans le cas où le module 
est un nombre premier impair. 


306. Lorsque le module M se réduit à un nombre pre- 
mier impair p, on a o(M)—p—1. Dans ce cas, il 
existe toujours des racines primitives et il est facile d’en 
déterminer le nombre par le théorème suivant, dont nous 
empruntons la démonstration à Gauss : 


Taéorëme. — $: le nombre-p est premier, et que n 
désigne un diviseur quelconque de p—1, il y a précisé- 
ment Q(n) nombres qui appartiennent à l’exposant n; 
le symbole o(n) exprimant combien il y a de nombres 
premiers et non supérieurs à n. 


Supposons qu'il existe un nombre & appartenant à 
l’exposant #7, suivant le module p; les résidus des puis- 
sances 


(1) PARA, As) ad 
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seront distincts et chacun d’eux sera la racine de la con- 


gruence 
(2) æt—1=0 (mod.p); 
car l'hypothèse 
a*=1 (mod.p} 
entraine 
(3) a=r (mod.p}, ou (aæ}*—1=0o (mod.p); 


e étant l’un quelconque des nombres 
OPEN Ve, NL AD: 


donc, d’après le théorème du n° 298, la congruence (2) 
n'a pas d’autres racines que les résidus des puissances 
contenues dans la suite (1). Par conséquent, s’il existe 
des nombres, autres que a, qui appartiennent à l’expo- 
sant 7, chacun d’eux doit être congru, suivant le mo- 
dule p, à une puissance telle que a°. 

Désignons par m l’exposant auquel appartient af; 
d’après-la congruence (3), 7 sera un multiple de m; on 
a d’ailleurs 


(4) (at}r= 17 (mod. p} ou, ai (mod. p}, 


et comme @ appartient à l’exposant n, il en résulte que 
me est un multiple de 7. Cela exige que m soit un mul- 
tiple de 7, quand e est premier à 2; les nombres met 
étant alors divisibles l’un par l’autre, ils sont égaux 
entre eux. Donc a° appartient à l’exposant 7, si e est 
premier avec 2; mais, si les nombres e et 2 ont un divi- 
seur commun Ÿ supérieur à 1, la congruence 


€ 112 
(as) ==1 (mod.p) 
peut s’écrire 


71 


(a)f=r (mod.p}, 
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ce qui montre que a appartient à un exposant moindre 
que 7. 

On peut conclure de là que, s’il existe un nombre ap- 
partenant à l’exposant 7, suivant le module p, il y a pré- 
cisément o (7) nombres qui appartiennent à cet exposant. 

Cela posé, l’exposant auquel appartient l’un quel- 
conque des nombres 


(5) T2 10 IDE) 


relativement au module p, est, comme on sait, égal à l’un 
des diviseurs 


(6) ARE AN VAE: LEE 


du nombre p— 1. Si l’on emploie le symbole Ÿ(d) pour 
exprimer combien il y a, dans la suite (5), de nombres 
qui appartiennent à l’exposant d, on aura, d’après ce 
qui précède, 

Ÿ (d) —= 9 (d) ou Ÿ (d) = OU 


Pareillement, d(d!'), d(d"), ... exprimeront combien 1l 
y a, dans la suite (5), de nombres qui appartiennent aux 
exposants d’, d”, ... respectivement. L'unité fait partie 
de la suite des diviseurs (6), et comme 1 est évidemment 
le seul nombre qui appartient à l’exposant 1, on à 


VOTE: 
Enfin le nombre des termes de la suite (5) étant p —1, 


et chacun d’eux appartenant à l’un des exposants conte- 
nus dans la suite (6), on a l'identité 


pa) + vd) + Hd )+ por 
Mais on a aussi (n° 286) 
o(d) + o(d') Rd CAR ED ES): Canal CE 


donc 


(7) {d)æ+ pat) + p(d"}+.e(d) + p(d')-+ p(d”) + 
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Dans le premier membre de cette égalité, ceux des termes 
qui ne sont pas nuls sont respectivement égaux, d’après 
ce qui précède, aux termes qui occupent les mêmes 
rangs, dans le second membre: on peut donc supprimer 
de part et d’autre ces termes égaux. Mais, après cette 
suppression, il reste zéro dans le premier membre de 
l’égalité (7); donc il ne doit rien rester dans le second 
membre. D'où il suit que la suppression a porté sur tous 
les termes, et que l’on a 


Y(d)= y(d), 
quel que soit le diviseur d. 


CorozraiRe. — {ly a Q(p —1) nombres qui appar- 
tuennent à l’exposant p —1, relativement au module 
premier p; en d'autres termes, il y a, relativement à ce 
module, o(p — 1) racines primitives. 


Remarque. — Les nombres qui appartiennent, suivant 
le module premier p, à un exposant 7 égal à un diviseur 
quelconque de p—:, sont dits quelquefois racines pri- 
mitives pour la congruence x"=1 (mod.p}). Alors, 
d’après ce qui précède, cette congruence à 7 racines, 
parmi lesquelles il y en a o(n) qui sont primitives. 


307. Nous établirons encore ici une proposition fort 
importante qui trouvera plus loin son application. 


Taéorème. — Si deux nombres a et b appartiennent, 
relativement au module premier p, à deux exposants mn 
et n premiers entre eux, le produit ab appartient à 
l’exposant mn. 


En effet, soit s un exposant tel que 
(ab}S— as bS= 1 (mod, p), 
on aura, par l'élévation à la puissance mn, 


as BMS=]1 ,(mod.p}; 
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mais, a appartenant à l’exposant m1, on a 


a"sS=1 (mod.p): 
donc 
bMS—1 (mod.p), 


et, par conséquent, 7ns est un multiple de l’exposant # 
auquel b appartient. D'ailleurs metn sont premiers entre 
eux ; donc s estun multiple de 7. On ferait voir de même 
que s est un multiple de m, et il en résulte que s est di- 
visible par le produit mn. Or on a, par hypothèse, 


a"=1, bt=1 (mod.p), 
d’où 
ann pnn — (ablrr= I (mod. p) - 
donc le produit mn est bien l’exposant auquel ab appar- 
tient. | 


CorozzaiREe 1. — 81 les nombres a, b,c, ... appar- 
tiennent respectivement, par rapport au module p; aux 
exposants mm, N, T; +.) premiers entre eux deux à 
deux, le produit abc. appartient à l’exposant mnr.……. 


CorozLaRe II. — Si le nombre p— 1 est égal au pro- 
duit 2qÿr#, ...,q,T, ... étant des nombres premiers 
impairs inégaux, et St à, b,c, ... désignent des nom- 
bres qui appartiennent respectivement aux exposants 
2e, q",r*, ..., le produit abc... ou son résidu appar- 
tient à l’exposant p — 1, et il est en conséquence racine 
primitive, relativement au module p. 


Autre manière de présenter les résultats qui précèdent. 


308. Les propriétés que nous venons d'établir, à l’é- 
gard des modules premiers, peuvent encore étre démon- 
trées, comme nous allons le faire voir, par une méthode 
identique à celle dont nous avons fait usage dans le Cha- 
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pitre V de la Section 1, en nous occupant des racines 
des équations binômes; il y à quelque avantage à faire 
ressorUr le lien qui existe entre les deux théories. 


Taéorkme |. — Les racines communes à deux con- 
gruences binômes de module premier p, 


PES NU Mod Ep) Er (mod. p), 
sont également racines de la congTruence 
x'=1: (mod:p}, 


9 étant le plus grand commun diviseur de met de n. 
x'— 1 est, en effet, le plus grand commun diviseur de 
x”— 1 et de x?— 1. Ce théorème est, par suite, une 
conséquence du corollaire démontré au n° 300. 
Il est évident que, réciproquement, chaque racine de 
la congruence x" — 1 = 1 satisfait aux deux proposées. 


CoroLLAIRE. — /$1 Q désigne Le plus grand commun 
diviseur des nombres m et p—1, la congruence binôme 
du module premier, 

ar 1, /mod:p}, 
aura 0 racines qui appartiendront à la congruence 


a'==1. {(mod.p). 


En effet, les racines de la congruence proposée ap- 
partiennent aussi à la congruence 


GP TE 0 (mod:p}. 


D'ailleurs, la congruence 


a 


10 mou p) 


a 0 racines (n° 299), puisque son premier membre est 
un diviseur de x?-1— 1; la proposée a donc elle-même 
0 racines. 








et 
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Si m est premier avec p—1, ona 0 ==1, el dans ce 
cas la congruence x*#==1 n'a pas d'autre racine que 
l'unité. 

D'après ce qui précède, on peut borner l'étude des 
congruences binômes de la forme 

xM—1 (mod.p) 
à celles dont le degré m est un diviseur de p—1. 


Taéorkme I. — Si a désigne une racine quelconque 


de la congruence de module premier 
æ=1 (mod.p}, 


dont le degré m est un diviseur de p—1, toute puissance 
de a ou son résidu minimum est également racine. 


La congruence 
M — { 
am=1 (mod.p) 


entraîne en effet È 


ke ak \n— 
AU TN ou TT 1 


et si b désigne le résidu minimum de a, par rapport à p, 


on à 
deb 1 d'où CbTE=T,; 


par conséquent, tous les termes de la série 
AN on 


ou leurs résidus minima, sont racines de la même con- 
gruence. Or, à cause de a”#=1, on a aussi 
ar! == 4 a+? — a? 
y" Sat 
La série précédente contient donc au plus #2 termes 


ayant des résidus différents, et ces résidus se reprodui- 
sent périodiquement de men 7. Si les m premiers termes 


2 ea? On 04e Hi AR RON EL EN QU PI 
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sont incongrus suivant le module P; leurs résidus sont 
les m racines de la congruence proposée. Dans le cas 
contraire, si l’on a, par exemple, 


hat Ÿ7 1 (mod. p), 
& élant premier avec p, il vient, en divisant par a”, 
a=1 (mod.p); 
par conséquent, a est racine d’une congruence binôme 


D gl (mod. p) 


de degré » inférieur à m. De là résulte cette proposi- 
tion : 


THÉéoORÈME IIL. — S5 à est uneracine de la congTuence 
X*=1(mod. p), quin'appartienne à aucune congruence 
de degré moindre x"=—=1 (mod. p), les m racines de la 
proposée seront les résidus des m puissances de a 


ARE QE LA MN a No 


L’analogie de la théorie que nous exposons avec celle 
des équations binômes conduit naturellement à appli- 
quer la dénomination de racines primitives d’une con- 


gruence binôme 
x 4 (Mmodip}; 


dont le degré m divise p — 1, à celles des racines de cette 
congruence qui n’appartiennent à aucune congruence de 
même forme et de degré moindre. Comme dans le cas 
des équations binômes, chaque racine primitive jouit de 
la propriété de donner toutes les autres racines par ses 
diverses puissances. 

Il faut remarquer que, chaque racine non primitive 
de la congruence +=} (mod. p) appartenant à une 
congruence de même forme et de degré moindre, elle ap- 
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partient aussi à une troisième congruence de même 


forme, et dont le degré divise celui de la proposée. 


309. Voici maintenant comment on peut établir l’exis- 
tence des racines primitives. 
Considérons la congruence 


(1) a (mod. p), 


et supposons d’abord que m ne contienne qu'un seul fac- 
teur premier g, que l’on ait 


MR)" 
toute racine non primitive de 
(2) af =1 (mod.» 
appartient à une congruence 
a= 1, (mod.p}, 
dont le degré 8 est un diviseur de g* et même de g" ”; 


et, par conséquent, cette racine appartient ausst à la 
congruence 


(3) == r (mod. p}) 
D'ailleurs les racines de (3) sont aussi racines de (2); 


leur nombre est g*-!, par conséquent celui des racines 
primitives de la proposée est 


qg— q#—! ou g* Gi!) 
q 


Supposons maintenant » quelconque, et soit 
MEME F7 


GT... 5 désignant des facteurs premiers inégaux. 
Considérons les congruences 


(4) æ%Ÿ=1 (mod.p), æ"*==1 (mod.p).…., æ°==1 (mod.p), 
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et désignons par & une racine primitive de la première, 
par à une de la deuxième, etc., par l'une de la dernière. 
Il résulte du théorème démontré au n° 307 que le résidu 


du produit 
ab 201 


est une racine primitive de la proposée 
x " 
(5) PERTE" (mod. p). 


Mais on peut aussi établir ce point de la manière sui- 
vante : il est d’abord évident que ab...{, ou son résidu, 
est racine; car on a 


| À 
OTTE= LOT ER TONCEET (mod. p), 


et, par suite, : 


? 


(ab... RD EMS A1 (mod. p). 


\ 


Maintenant, si ce produit n’est pas une racine primitive 
de la proposée, il sera racine d’une congruence 


a'=1 ({mod.p}), 


dont le degré 0 sera un diviseur de m, et il ÿ aura au 
moins un facteur premier de», qui entrera dans 0 moins 
de fois que dans 77. Admettons que le facteur g soit dans 
ce cas; alors 0 divisera g#-! 7*...5}, et, par suite, ab... 
sera racine de la congruence 


PE Les Nr 


== 11, {mode 
on aura donc 
ve 1 
TAN Us — 1 (mod. p ): 


mais On a aussi 


(b...2) trees 7 (mod. p), 
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et, par la division, 


ares — y (mod. p). 


On voit par là que a est racine des deux congruences 
P 
ar y et x —=1i (mod. p) 


et, par suite, de 


20 == 110(mod. 2} 


puisque g*—! est le plus grand commun diviseur entre 
les degrés des précédentes ; a n’est donc pas, comme on l’a 


supposé, une racine primitive de x" = 1 (mod. p). 

Il est ainsi démontré que, si a, b, ..., c désignent des 
racines primitives respectivement de la première, de la 
deuxième, etc., de la dernière des congruences (4), le 
produit ab...c, ou son résidu, est une racine primitive 
de la congruence proposée (à). En outre, en répétant ie1 
le raisonnement dont nous avons fait usage au n° 104, à 
l’occasion de l’équation binôme, on prouvera que toutes 
les racines, tant primitives que non primitives, de la 


congruence (à), sont représentées par la formule 


ADIEU 


1 


où l'on doit prendre pour a, b, ..., [toutes les racines 
respectivement de la première des congruences (4), de la 
deuxième, etc., de la dernière; et que la même formule 
donne toutes les racines primitives, en prenant pour 
a, b, .…, [les diverses racines primitives des congruences 
auxquelles elles appartiennent. Comme le nombre des 


: x A0 I à , 
racines primitives @ est q* | 1— à > que celui des racines 
q, 


ll . . I 
best r” El Mt ..., celui des racines /, s? (- 2); on 
T 


\ / ô 
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en conclura que le nombre des racines primitives de la 
proposée est 


DPI 


ce qui est le résultat déjà obtenu. 


Théorème relatif aux résidus des puissances dont le 
degré est un diviseur de Pp—1. 


910. Taéorime. — Le module P étant supposé pre- 
mier et 0 étant un diviseur de P—1, soient x, et £ deux 
nombres compris entre zéro et prsidtonas 

“ee LE Ë (mod. p}, 
ON & AUSSi 


la congruence 


a Ô racines. 
La première partie du théorème est évidente; car, si 
l’on a 
ee (mod. p}, 





en élevant les deux membres à la puissance P On a 


pt 
MISES (mod.p), 


et, à Cause du théorème de Fermat, 


dr Timo p} 





Qt 
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Lt 


Ds 34, 7 
Réciproquement, supposons que l’on ait £' =1, ou 


pri 
E —1—pQ; 
retranchant chaque membre de cette égalité de xP=1—r, 
il vient 
Pi ne 
PTIT pQ— rt € re (2 : — ; 


Or le second membre admet pour diviseur x°— £,ilen 
est donc de même du premier membre xP-1— —pQ, 
et par conséquent, en vertu du théorème démontré 
au n° 299, la congruence i 


æ'—Ë6=0 (mod.p) 
a 0 racines. Ce qu'il fallait démontrer. 


CororLAIRE. — Si p est un nombre premier, et qu'en 
décomposant p—1en facteurs premiers on ait trouve 


P 1 2m LS 
Les racines non primitives de la congruence 
Un 0 ON Ps 


racines qui appartiennent toutes à l’une au moins des 
congruences 
pi Br p=1 pt 


Te a FAURE s 
TZ ils F4} =—— ù T 1], .….., TL 


Il 


1, 


sont des résidus de carrés, ou de puissances q, ou de puis- 
sances r, etc., ou de puissances s; et, réciproquement, 
tout nombre résidu d'un carré, ou d’une puissance q, 
ou etc., est r'acine de l’une des congruences précédentes 
et n'est pas racine primitive du nombre premier p. 


Ce corollaire résulte immédiatement du théorème qui 
S.— Alg. sup., 11. 5 
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précède; on peut ajouter que, parmi les nombres 
DAS: CAT CRTE, 


il y en a la moitié qui sont des carrés (résidus de carrés), 
la g'°%® partie qui sont des puissances g, la rime partie 
des puissances r,..., la siè"e partie des puissances s; et, 
plus généralement, si l’on ne considère parmi ces nom- 
bres que ceux qui sont à la fois des puissances 2,q, 7, .…., 
la site partie de ces derniers sera en même temps des 
puissances s. En effet, les nombres qui sont à la fois des 
résidus de carrés, de puissances g, de Sea 75, 
satisfont aux congruences 


x'=1, 2h) NE. mon 
et, par conséquent, sont racines de 


p—1 


————— 


2 ET Mmod pp)": 


CRT I . 
leur nombre est donc 2——; pareillement, le nombre 
2qr 
de ceux qui sont en même temps des puissances s est 


—— ] A : : # 
PT; jlest donc la sième partie du premier. 
ASE PNOTE : 


311. La congruence 


(1) axP-l— 1=0o (mod.p) 


peut se mettre sous la forme 


Pi po 
(se 4 sy) (. À y Ve (mod. p), 


et chacune des deux congruences 


(2) x ? —1=0o(mod.p), 


(3) æ° +1=o (mod.p}, 
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dans lesquelles elle se décompose, a € racines. En 


outre, d’après le théorème du n° 310, chaque racine de 
la congruence (2) est un résidu de carré, Ou un résidu 
quadratique ; au contraire, aucune des racines de ’équa- 
uon (3) ne peut être le résidu d’un carré, el ces racines 
sont dites 20n-résidus quadratiques, ou simplement non- 
residus. 

Le nombre à sera donc résidu ou non-résidu quadra- 
tique, relativement au module premier p, suivant qu'il 


satisfera à la congruence (2) ou à la congruence (3) 
ni 

c’est-à-dire suivant que la division de a ? par p don- 

nera le reste +1 ou le reste — 1. Legendre à proposé 


? 


a 
de représenter ce reste par le.symbole (2) » en sorte que 


6) 


quand a est résidu quadratique, et 


\ 


l’on a 


quand a est non-résidu. 

Il est évident que, si p est de la forme 457, les deux 
nombres a et — a sont en même temps résidus ou non- 
résidus. Âu contraire, si p est de la forme 4i +3, l’un 
des deux nombres a, — a est résidu, tandis que l’autre 
est non-résidu. 

S1 les nombres a et b sont tous deux résidus ou tous 
deux non-résidus, on a 


p—1 Pet Be 


—— 


M os, D #71, d'où (#0 | enr (mod. p) : 





par conséquent, le produit ab est résidu. Si ,au contraire, 
5. 
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l’un des nombres a et b est résidu, et que l’autre soitnon- 
résidu, on a 
pt pt pt 
a=+tr, b'=pi, d'où (ab) =—1 (mod.p): 
le produit ab est donc non-résidu. 
On exprime ce résultat par la formule 


)=6) G} 


et il est évident qu'on aura généralement 


)-() 90 -- 


On trouvera plus loin un beau théorème de Legendre 
qui permet de déterminer très-facilement le signe des 


. a 
Expressions = |* 
P 


Recherche des racines primitives d'un nombre premier. 


312. Le théoréme du n° 310 fournit un moyen de 
trouver les racines primitives d’un nombre premier. 

Soient pun nombre premier ; 2,gq,r,.……, s les facteurs 
premiers inégaux de p—1, etécrivons les p—1 nombres 


Co CA Par FPE CL ‘ie de 


si l’on enlève de cette suite tous les résidus de carrés, de 
puissances g, de puissances 7, etc., il ne restera plus que 
les racines primitives de p. 

Au moyen des carrés, on exclut d’abord la moitié des 
nombres; au moyen des puissances g, on exclura la ge 
parue de ceux qui restent, et ainsi de suite. 

Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de trouver les 
racines primitives de 31. 
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Écrivons les trente nombres 


D 2 0,29: 01) One 10 
(1) DR TR 10 108 TTUrÉ 10, ‘20; 
12 41201204 27, 20,120.11:90 : 


comme les facteurs premiers de 30 sont 2, 3 et 5, 1l suf- 
fira d'enlever de la suite (r) les résidus des carrés, des 
cubes et des cinquièmes puissances. 

Pour exclure les carrés, nous élèverons les nombres (1) 
au carré; les carrés des quinze premiers sont 


1, 4,9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 144, 169, 196, 225, 
et ils ont pour résidus 
(2) O0 02000, 0,210; 3020; 14:10, 6; 


les carrés des quinze derniers nombres de la suite (r) don- 
neraient les mêmes racines, car on a 


(31—h4}=/%? (mod. 31). 


Otant ces quinze nombres (2) de la suite (1), il restera 
les quinze que voici : 


DD TR 1210 10,1% 21,22, 29, 245 20, 27,20, 30, 


dont il faut maintenant supprimer les cubes et les cin- 
quièmes puissances. Chaque nombre déjà FAO (2 ) 
satisfait à la congruence 


æxl5=1 (mod. SE 


donc sa puissance troisième et sa puissance cinquième y 
satisfont aussi, et, par conséquent, font partie des nom- 
bres déjà supprimés. D’après cela, les nombres de la 
suite (3) qu’il reste à rejeter sont des résidus de puis- 
sances troisième et cinquième de ces mêmes nombres (3). 
Pour avoir les résidus des cubes de la suite (3), il suffit 
de multiplier les premières puissances par les résidus 
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quadratiques que la suite (2) fait connaître et qui sont 
0: 5, 26/20/14 6.0o,/7, ro: 2x8 RUE RUE 
on aura ainsi les résidus cubiques suivants : 


27, 30, 308, 240, 182, 120, 170, 147, 418, 46, 432, 650, 432, 116, 30 





dont les résidus minima sont 


LE 
er 


27, 30, 20, 23,27, 29, 10, 29,110, VON OO DRE 


Il n’y en a que cinq de différents, comme nous le savions 
d'avance ; ce sont 





(5) 15,423,:2% 20,190, 


et en Ôtant ces nombres de la suite (3), il ne restera plus 
que les dix suivants : 


(6) 3, 6, TT ré En aTs 20, 0 


dont il n’v a plus à rejeter que ceux qui sont des cin- 
YAaP Jeter q q 
quièmes puissances. Chacun des nombres déjà exclus 





satisfait à l'une des congruences 
x$= 1. (mod. 31}, x=1 (mod.31). | 

| 

| 


Ilen est donc de même de sa cinquième puissance, qui, 
par conséquent, fait partie des nombres exclus: un 
nombre de la suite (6) ne peut donc être la cinquième 
puissance que d’un nombre de la même suite. Pouravoir | 
les résidus des cinquièmes puissances des nombres (6), 
il suffit de multiplier les résidus cubiques déjà formés par 
les résidus quadratiques correspondants, et de prendre les 
résidus minima des produits. Les résidus cubiques sont 





27, 90, 20-245 29 109 24, 1) PONS 
les quadratiques | 


Ho B 20 MER TO; "ri TTOR PDF 20 
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les produits sont 
243, 150, 81», 460, 378, 150, 161, 285, 522, 790, 
et l’on trouve pour résidus des cinquièmes puissances 
26, 26, 6, 26, 6, 26, 6, 6, 26, G. 


I n’y a ainsi, dans la suite (6), que deux cinquièmes 
puissances, comme nous le savions déjà, savoir : 


6, 26; 


en supprimant ces deux nombres, il ne restera plus que 
les huit racines primitives de 31, savoir : 


Barre SN 7} 2r Pa) 24: 


313. La recherche des racines primitives ne peut guère 
s'effectuer que par tâtonnements ; le procédé que nous 
venons d'indiquer est presque impraticable dès que le mo- 
dule est un peu considérable ; aussi croyons-nous utile de 
faire connaître une autre méthode due à Gauss, et par 
laquelle on peut obtenir assez facilement une racine pri- 
mitive ; les autres racines primitives pourront être déter- 
minées ensuite, comme nous l'avons indiqué précédem- 
ment (n° 306). 

On prendra arbitrairement un nombre a dans la suite 
2,3, ...,(p—1), 2 par exemple, et l’on déterminera sa 
période, c’est-à-dire la période des restes fournis par les 


puissances 
ie aa he Re 


Si cette période a p— 1 termes, a sera une racine primi- 
tive; mais, sila période a moins de p—r termes, on 
prendra un autre point b qui ne soit pas compris parmi 
les restes de la suite (r), et l’on cherchera de même la pé- 
riode de b. Si cette période de b a p—1 termes, b sera 
racine primitive; mais supposons qu'il n’en soit pas 
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ainsi. Désignons par x l’exposant auquel a appartient, et 
par celui auquel appartient à: comme les restes de la 
suite (1) comprennent tous les rombres quiappartiennent 
à l’exposant», et, pour la même raison, Ceux qui appar- 
tiennent à un exposant sous-multiple de 7, le nombre m 
ne sera pas un diviseur de 7. Mais il peut être un mul- 
tiple de », et, quand ce cas se présente, la connaissance 
de b aura avancé la solution de la question, car ce nombre 
appartient à un exposant plus élevé que celui auquel a se 
rapporte. Supposons que 72 ne soit égal ni à p—inià 
un multiple den; désignons parsle plus petit commun 
multiple de 7 et m, et décomposons ce nombre s en deux 
facteurs premiers entre eux »/, m!, qui divisent respec- 
tivement les nombres 7 et m. Voici comment cette dé- 
composition peut être effectuée : on décomposera les nom- 
bres nr et m en leurs facteurs premiers; soit c l’un de ces 
facteurs premiers destiné à entrer dans savec l'exposant y. 
Si c'est diviseur de 7 seul, on fera figurer c' dans »/; si 
c* est diviseur de mn seul, on introduira au contraire c 
dans »; enfin, si c* est diviseur commun de mn et de 71, 
on introduira c' à volonté, soit dans »', soit dans 7/; on 
agira de même à l'égard des autres facteurs premiers des. 
On aura ainsi s — nm, avec n—n! e,m=méf,e et f 
étant des entiers. Cela posé, je dis que lenombre a° appar- 
tient à l’exposant x’, relativement au diviseur p; en effet, 
la puissance n'iè"e de a° est a’, et elle donne en consé- 
quence le reste 1; iln’y a pas d’ailleurs d’exposant y in- 
férieur à 7’ tel que (a*)’ ou a’° donne le reste 1, puisque 
ve est inférieur à z et que a appartient à l’exposant ». 
On ferait voir de même que bf appartient à l'exposant rm’, 
et il en résulte (n° 307) que le produit at. bf ou le résidu 
de ce produit appartient à l'exposant mn =s. 

La méthode que nous venons d'exposer conduit, dans 
tous les cas, à un nombre qui appartient à un exposant 
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plus élevé que celui auquel appartient le nombre a duquel 
on est parti, En poursuivant la même marche, on arri- 
vera donc certainement à un nombre appartenant à l’ex- 
posant p—1; ce nombre sera une racine primitive de p. 
Mais, dans la plupart des cas, il se présente des circon- 
stances particulières qui permettent de simplifier l’appli- 
cation de la méthode. 


314. Premier EXEMPLE. — On demande une racine 
primitive du nombre premier TL, 


Prenons le nombre 2 et cherchons sa période. À cet 
effet, on formera la série des puissances de 2; chacune 
d'elles s'obtient en multipliant la puissance précédente 
par 2; mais, avant de faire cette multiplication, il faut 
avoir soin de retrancher 71 de la puissance qui sert de 
multiplicande, lorsque celle-ct est supérieure à 71. On 
trouve que la période de 2 a 35 termes qui sont 


240 ID; 0e, Of 07, 

AG: 119 80,100, 40) 1273 048 

(1) 273,4 07 12:24, 4D, 99; 
5o, 29, 58, 45, 19, 38, 5, 

\ 10,20, A0, .9,:19, 96, I. 


Le nombre 2 n’est donc pas racine primitive de 77, etil 
appartient à l’exposant 35 ; mais il est facile de voir que 
le complément de 2 à 71, c’est-à-dire 69, est racine pri- 
mitive. En effet, de l'identité 

69— 71—2, 
on tire 
69° =2? 
Le (mod. 71), 

69° = 2? 
d'où il résulte que la suite des restes fournis par les puis- 
sances de 69 pourra se déduire de la suite des restes des 
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puissances de 2; 1l suffira effectivement de remplacer, 
dans cette dernière suite, les restes de rang impair par 
leurs compléments à 71, sans rien changer aux restes de 
rang pair. Dans la suite des restes fournis par les puis- 
sances de (2) et dont la première période est l’ensemble 
des nombres (1), le reste 1 occupe les rangs 35,70, ...; ce 
reste 1 n'apparaîtra donc qu’au 70° rang, dans la pé- 
riode de 69, et en conséquence 69 est racine primitive. 
Formons la période de 69 en suivant la marche que nous 
venons d'indiquer, c’est-à-dire en prenant deux fois la 
période (1) du nombre 2 et en remplaçant les termes de 


h] 


rang impair par leurs compléments à 91, on trouvera: 
| _60,, 4, 63, 16, 39, 64, 14, 
| 43, 56, 30, 11, 40, 44, 54, 
34.3 3 093,128474 483 402 
02600820, 10:08 180 
Gr ao SE 0 BOIRE 
(2) 2, 67, 8, 55, 32, 7, 57, 
26,15, 44 00122127 
87 00, 0,80) 26 00/10 
| 21; 29, 13,40, 03% 90, 00 
LEO V9 1,240) Dai TD STE 
et ceux des nombres du tableau (2) dont les rangs sont 
marqués par des nombres premiers à 90 seront les racines 
primitives de 71. Les 24 racines primitives de 91, dans 
l'ordre où elles se présentent comme restes des puissances 
de 69, sont ainsi 


69, 63, 56,11, 44 MOSS 
33, 61, 21,09, 07 60 PR A0 
22, 69,400, 21,19, 02/00, 


Ja plus petite de ces racines primitives est 7. 











(24 
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313. Seconn ExEmPLE. — On demande une racine 
primitive du nombre premier 73. 


On formera, comme précédemment, la période du 
nombre 2; on trouve ici que cette période n’a que 9 ter- 
mes et qu’elle se compose des nombres 


AR SO, : Bay 643 555704; 


le nombre 2 appartient donc à l'exposant 9, relativement 
à 73. Comme 3 ne fait pas partie de la suite précédente, 
nous formerons de même la période de 3; celle-c1 se 
compose des 12 termes suivants : 


RO IAT D, DAS TA 
70, 64, 46, 65, 49, 1; 
en sorte que 3 appartient à l’'exposant 12. Le plus petit 
multiple commun des nombres 9 et 12 étant 36, la mé- 
thode du n° 307 fera connaître un nombre appartenant à 
l'exposant 36. Cet exposant 36 est le produit des facteurs 
9 et4 qui sont premiers entre eux €t qui divisent respec- 
tivement 9 et 12; les quotients de ces divisions sont 1 
et 3; par conséquent le nombre 2 35 ou d4 appartient 
à l’exposant 36. Formons la période de 54, on trouve les 
36 termes suivants : 


54, Go, 35»106,:r"615 119; 49 Byron 
ATANMBE) NB 167, APE 24 Nb; 60, 7 72) 
19, 4, 70 97» 12; 64; 255,36, 1 46, 

20 35, 65: 16,1402 408918; 28; 501 


qu’on obtüent très-facilement en remarquant qu'un terme 
quelconque se forme en multipliant par à celui qui le 
précède de 3 rangs et en prenant le résidu du produit 
obtenu, relativement à 93; cela résulte de ce que 3 est le 
cube de 54 diminué d’un multiple de 73. Maintenant le 
nombre 5 ne fait pas partie du tableau précédent, mais 
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son carré 5? ou 25 s’y trouve et il y occupe un rang mar- 
qué par le nombre 25 qui est premier à 72. Il résulte de 
là que 5? appartient à l’exposant 36; l'exposant auquel 5 
appartient est donc égal à 36% 2 ou à 72; en d’autres 
termes, 5 est une racine primitive de 73. 


+ 


316. Nous donnons ici une Table dans laquelle on 
trouve la plus petite racine primitive pour chacun des 
nombres premiers inférieurs à 100. 







Nombres premiers. 



















































































Racines primitives.| 2 | » | 3 | 2281/8112 AVR ONE 
à 

Nombres premiers.| 43 | 47 | 53 9 | 61 | 67 | 71173 | 79 | 83 | 89 | 97 

Racines primitives.| 3| 5| 2| | à| à 77 SES lan 












































Et à cette occasion nous présenterons les remarques 
suivantes : 

1° Sipest de la forme 4k+1 et que a soit racine pri- 
mitive, — a est aussi racine primitive. 

2° Sipest de la forme 4k + 3, a et — a ne peuvent 
être en même temps racines primitives. 

En effet, tout nombre quin’est pasracine primitive, par 
rapport à p, satisfait à une congruence telle que 


PA 


r'=1 (mod. p), 


8 étant un diviseur premier de P — 1. Lorsque 
PM 
( 





p—=4k+:1, 


est un nombre pair, et les racines de 


la précédente congruence sont, deux à deux, égales et de 
signes contraires, ou complémentaires au module. En 
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second lieu, lorsque p—4k+3, si a satisfait à la con- 
Br 
gruence x * =+1 (mod.p), le nombre —a satisfait 
P—1\ 


rs 


àx * —=æ1 (mod.p); donc l’un au moins des nombres 
a et —a n’est pas racine primitive. 


Des racines primitives dans le cas où le module est égal 
à une puissance d'un nombre premier impair, ou 
égal au double d'une telle puissance. 


317. Tuéorëme I. — St p est un nombre premier im- 
pair, et quég soitune racine primilive pour le module p', 
g ou son résidu minimum, relativement à p, sera égale- 
ment racine primitive pour le module p. 


En effet, désignons par » l’exposant auquel appar- 
uent g, relativement à P; on aura 
g“=1 (mod.p}, 
ou 
g"—1+4p, 
k étant unentier. En élevant cette égalité à la puis- 
sance p, 1l vient 


POP — 1) 
PP pepe NO rs 
1. PAM : 


per © 4p LE 

dansle second membre de cette formule, tous les termes, 

à l'exception du premier, sont divisibles par p?; on a donc 
g"?—=1+4kp", 


k, étant un nombre entier. On trouvera de même, par 
des élévations successives à la puissance p, 
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k:, ..….. k_, étant des entiers. La dernière de ces éga- 
lités peut être mise sous la forme  - 


gPPT ET (mod. p’}, 


+ 


et elle montre que g ne peut être racine primitive, pour 
le module p', que si 72—p—71, et, dans ce cas, g est 
racine primitive de p. 


318. Tuéorëme IL — Une racine primitive + du mo- 
$ 
dule premier impair p est racine primitive pour le mo- 
/ / P P 
» La au ni | , Vote 

dule p’, v étant ©>1, lorsque = n’est pas divisible 
P 
par p. Au contraire, g n’est pas racine primitive pour le 


op—1 


module p', quand Fra est divisible par p. 


En effet, désignons par t l’exposant auauel + appar- 
; O P P q le) PP 
uent relativement au module p'; on aura 


g'æ=1. (mod.p), 
et par conséquent 
g'=1 (mod.p). 
Comme # est, par hypothèse, racine primitive de p. la 
le] » P YP P P 
congruence précédente exige que t soit un multiple de 
P —1; d’ailleurs t est un diviseur de 


e(P)=p'(p— 1); 
donc on a 
EP (p ss 1}, 
} étant un nombre inférieur ou égal à v—r. 
Cela posé, désignons par : l’exposant de la plus haute 
puissance de p qui divise gP=!—1, on aura 


gra us nl 


k étant un entier non divisible par p; on a ensuite, 
comme au numéro précédent, par des élévations succes- 
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sives à la puissance p, et en remarquant quesne peul 
être nul, 

gP(p—1) — 1 + APTE, 

gR (Pt) = 1 + fe | A 


? : 
DORD=P) LT ! SX 
gP (P ) 1 k,p' . 


k,, k:, .…, k, étant des entiers non divisibles par p. 
On voit, par ces formules, que la plus petite des va- 
leurs de À telles, que l’on ait 


g’ = 1 (mod.p') 


est 
Rey 30 
Donc on a 
Ài—v— 1! 
SFr et 
ÀA<Ty— 1 


sitest >> 1. 
Dans le premier cas, g appartient à l'exposant o(p'), 
relativement à p’; en d’autres termes, g est une racine 
| primitive. Dans le second cas, g appartient à un expo- 
sant inférieur ào(p), etiln’est pas en conséquence racine 
primitive. 


919. Taéorème III — 4 chaque racine primitive 
pour le nombre premier p correspondent p'?(p—1) 
racines primitives pour Le module p": 


Soit a une racine primitive de p, prise entre zéro el 
p— 1; l'expression des racines primitives congrues à & 
sera | 

g—=a+Àp, 


k étant un entier quelconque; on re de là 


(p—1)(p—2) 





— 1 
gt 1 —{ar—t—1) Le ; ap? Kkp + 


al—à k° p° ht. 
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Supposons d’abord que aP=l— 1 ne soit pas divisible 
par p°; gP-!—1 sera divisible ou non divisible par p?, 


saivant que 
aP=l— 7} 


+ (p—1)ar x 
SL 


ou 


sera divisible ou non divisible par p. Si donc on désigne 


] Fe ue d a’— a £ 
par &œ 1e resiau minimum e init par rapport a P 


et que l’on fasse 

k—=u+ A, 
h étant un nombre non divisible par p, tous les nombres 
g compris dans la formule 


(1) g=a+{(x+k)p 


seront, d’après le théorème IT, des racines primitives 
pour le module p”. 

Supposons en second lieu que aP=1—1 soit divisible 
par p?; dans ce cas, gP!— 1 ne sera divisible par p° que 
si Æ est divisible par p : d’où il résulte que la formule 


(2) g—=a+ hp, 


où À désigne un nombre non divisible par p, ne donnera 
que des racines primitives de p”. 

Si l’on ne veut avoir que les valeurs de g distinctes 
suivant le module p’, on ne devra donner à L dans les 
formules (1) et (2) que o(p"t)=p"?(p—1) valeurs dif- 
férentes, et il en résultera un pareil nombre de racines 
primitives pour le module p”. 


REMARQUE. — Comme a est racine primitive de p, le 


NT 
nombre aP-t—1— ti  —1, (e ? +5) ne peut être 
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divisible par p? que si l’on a 


pt 


4.150; [mod pr 


ConozLaIrE. — Lenombredes racines primitives, pour 
, 4 1 4 FAX 
le module p’, est égal à @[ p!(p—1)] ou à oo(p"). 


En effet, d’après le théorème I, chaque racine primi- 
uve de p'est racine primitive de p; d’ailleurs, d’après le 
précédent théorème, chacune des Q(p —1) racines pri- 
mitives de p donne @(p"") racines primitives de p’. Le 
nombre total de ces dernières est donc 


p(P"—t)o(p —1)=9[pt'{(p —1)] = v0(p"). 


320. Tnéorëme IV. — Le nombre premier p étant 
impair, Loute racine primitive impaire de p' est en méme 
temps racine primitive pour le module 2p'; et r'écipro- 
quement, toute racine primitive de 2p" est racine pri- 
mitive pour le module p’. 


Soit g un nombre impair non divisible par p, et dési- 
gnons par 2, n/ les exposants auxquels g appartient rela- 
tivement aux modules respectifs p’, 2p°; on aura 


(1) 


La seconde de ces congruences donne 


io 


PL) Emod.p"}, g"=1 (mod.2p). 


(2) A (mod. p') 


et, par conséquent, 7’ est un multiple de n. En outre, 
g étant impair, on a g#=1 (mod. 2); par conséquent, la 
première des congruences (1) donne aussi 


gt (mod. Sp) 


d'où il suit que z est un multiple de #°. On a donc =", 
S. —-Alg. sup., Il. 6 
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et le nombre g appartient au même exposant suivant les 
modules p”, 2p”. 
Enfin, comme on a 


e(2P') Soin pPEUREe D), 


si le nombre g est racine primitive pour l’un des mo- 
dules, il l’est aussi pour l’autre. 


CorozLaire. — Îl y a autant de racines primitives 
pour le module 2 p* que pour le module pr. 


En effet, si l’on prend les racines primitives impaires 
de p’ et qu’on leur adjoigne les racines primitives paires 
augmentées chacune de p’, on obtiendra ®9(p*) racines 
primitives de 2p”. 


321. Exemrze. — Considérons le cas de p = 7. Les 
racines primitives de 7 sont 3 et 5 one 


33— 97, D—125=—=27 (mod. 49); 


donc 3 et à sont racines primitives pour les modules 7" 
et 2>x 7, quel que soit l’exposant ». 

Supposons y— 2, et considérons d’abord le cas du 
module 49. Comme on a 


ne 1:84 
É , Tee - 


le nombre désigné par « au n° 319 a respectivement les 
valeurs 4 et 2. Les racines primitives de 49 seront donc 
données par les formules 








— 11160=2 (mod.7), 


g—=3+7{4+4) g=5+7(%+2), 


où À est premier avec 7; en donnant à cette indéter- 


minée les valeurs 


— 4, — 3, —2, —1, +1, 42 
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dans la première formule, et les valeurs 


— 2, INA, ES, 408, «p 4 


dans la seconde, on obtient les deux séries suivantes, 
composées chacune de six racines : 


AL ON I MIOTNSS. CAS. 
712, 20,790, AD 47, 
ou 
À gs 3: 0 NEA td 
D, 5 on sil à Li 3. 
Quant au module 2 x 49 ou 98, ses douze racines pri- 
mitives seront 
24495049; 100,072, 97, 
5, 33, 47, Gr, 75, 89. 


De la congruence xt —1—=0 (mod. M), dans le cas 
où M est égal à une puissance d’un nombre premier 
impair ou égal au double d’une telle puissance. 


322. Le nombre p étant premier et impair, soit a une 
racine de la congruence 


{ t — à 
(1) 2 10 (mod.p’ ou 2p'}, 
on aura, à la fois, 
at=1, a" (P-1)—=; {mod.p ou 2p"). 


S1 donc 0 désigne l’exposant auquel appartient a, relati- 
vement au module M = p' ou — 2}, le nombre 8 sera 
un diviseur commun des nombres 


PET M à (p — 1) ; 
par suite 1l divisera le plus grand commun diviseur 7 de 
ces mêmes nombres. D'après cela, comme on a 


a'=1  (mod.p' ou 2p'), 
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on aura aussi - 
a*=1 (mod.p’ ou 2p'), 


ce qui montre que toutes les racines de la congruence 
proposée appartiennent aussi à la suivante : 


(23, 7€ Re (mod. p' ou 2p'}, 


dont le degré 7 est un diviseur de p’"(p—1). 
D 
Lorsque 2 est écal à p’!{p— 1}, la congruence (2 
q 5 [L , = 
devient 


(3) æP" (PA) _1=0 [mod:p’ ou 2p"), 


et nous savons qu’elle a pour racines les p'(p—1) 
nombres premiers au module et non supérieurs à Ce MO- 
dule ; en outre, parmi ces racines, il y en ag[p”"(p—1)] 
de primitives, et nous avons fait connaitre un procédé 
pour les obtenir. Si a désigne une de ces racines prinu- 
tives, les résidus minima des puissances 


(4) pts A Char: ee Ge ap"! (p—1) 


seront précisément les racines de la congruence CR 
Supposons que 72 soit un diviseur quelconque de 
pt(p—1); posons 


p'(p—1) = 26, 


et considérons un terme quelconque a”! de la suite (4). 
Pour que l’on ait 


(a”! Le = ''oU''AR | ( mod. D° OUNTAR ) , 


il faut et il suffit que mn soit divisible par 78, c'est-à- 
dire quemn soitun multiple de 9. Donc la congruence (2) 
a précisément n racines qui sont les résidus des puis- 
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sances 
(5) gs ant à DA pit: dite 
suivant le module p’ ou 2p”. On a ainsi ce théorème : 


Taéorème 1. — Za congruence x! —1=0 (mod. P’ 
ou 2p') a autant de racines qu'il y a d'unites dans le 
plus grand commun diviseur des nombrestet p"(p—1). 


Ensuite soit a°un quelconque destermes de la suite HAE 
Pour que l’on ait 


(at}f=r ou aït=r (mod.p’ ou 2p'}, 


il faut et il suffit que kr8 soit divisible par 20, ou At par ». 
Si à est premier à 7, cette condition équivaut à celle de 
la divisibilité de À par 2; dans ce cas, a” appartient évi- 
demment à l’exposant r. Mais, si z et 2 ont un plus grand 
commun diviseur d supérieur à 1, on aura 


L eve 
faste (a) —=1 (mod.p’ ou 2p'), 


: ; Ê n : 
et a! appartiendra à l’exposant + On conclut de là cette 
C 
autre proposition : 

Tuéorème Il.—- La congruence X"=1 (mod. p' ou 
2p'), dont le degré n est un diviseur de p—"{(p —à1), 
a autant de racines primitives, c'est-à-dire de racines 
qui appartiennent à l’exposant n, qu'il y a d'unités 
dans le nombre © (n) des nombres premiers et non supé- 
rieulr's à n. 

Du module °”. 
323. On a vu, au n° 305, que si vest >> 2, la puis- 


sance de degré 2°? d’un nombre impair quelconque est 
congrue à l'unité, suivant le module 2". Le seul cas de 
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y — 2 fait exception; il y a effectivement, pour le mo- 
dule 4, une racine primitive égale à 3, ainsi que nous 
l'avons déjà dit. 

Supposons donc y >> 2; alors l’exposant auquel appar- 
tient, relativement au module 2’, un nombre impair 


quelconque, est une puissance de 2 dont le degré est égal 
ou inférieur à y — 2. 





Le nombre 1 est le seul qui appartienne à l’exposant 1: 
occupons-nous des nombres impairs supérieurs à 1. Cha- 
cun d’eux peut être représenté par la formule 





(1) QT NTI RET. 


où À désigne un nombre impair etiun exposant qui peut 
être nul. Par des élévations successives au carré, on dé- 
duit de cette formule 


a? — 923 F, +1, 


(2) a=abth x 


Ki, ko,..., Àj étant des nombres impauirs. 
Supposons que 2° soit l’exposant auquel appartient le 
nombre a; on aura 


i+2+0—= où >>»; 


l'inégalité ne peut avoir lieu si d est => 1, car autrement 
a? —1serait divisible par 2”, d'après les formules (2), 
et l’exposant auquel a appartient serait inférieur à 2°. On 
a donc 

Îi+2—Y—0, 


et la formule (1) devient 


(3) a—2"$}+Hr. 
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On peut donner à k les 2°—! valeurs 


1: Aer le ST) 


et, à cause du signe ambigu +, il en résultera, pour a, 
deux séries composées chacune de 2-1 valeurs; on con- 
clut de là cette proposition : 


Taéorime. — Si d désigne l’un des nombres 2, 3, 


4,...,(v—2),ily a 2 


l'exposant > suivant Le module 2". 


nombres qui appartiennent à 


Si le nombre a déjà considéré appartient à l’exposant2, 
la première des formules (2) nous donne 


1 DS HUX vint 2 ER OU. U— I: 


mais, si l’on prend i+ 27%, comme a est supposé 
moindre que le module 2”, il faut faire À = 1 dans la for- 
mule (1) et remplacer le signe ambigu + par —;ilya 
donc trois nombres qui appartiennent à l’exposant 2, 
SAVOIT : 


(4) 21 7, IR, 2. 


Les nombres qui appartiennent à l’exposant y — >, le 
plus élevé dans le cas qui nous occupe, s’obtiennent en 
faisant d — y — 2 dans la formule (3), et si l’on rem- 
place, en même temps, À par 2k +1, on obtient les deux 


formules 
a—=84+3, a—8kr+5, 


qui donnent tous les nombres appartenant à l’expo- 
sant 2”: Cela suppose cependant que » soit supérieur 
à 33 car, dans le cas de y —3, les nombres qui appar- 
tiennent à l’exposant 2 sont, d’après les formules (4), 


CS PAS 


Laissant ce cas de côté et supposant »>>3, désignons 
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par & un nombre quelconque de la forme 8k+3 et par © 
un nombre quelconque de la forme 8k+ 5. Chacune des 
deux suites 


Bibi Ha bNE à 


? 


PA à ft: chS 

donnera 2” résidus distincts, puisque b et c appar- 
tiennent à l’exposant 2"; en outre, les puissances 
impaires de b et de c sont respectivement des formes 
8k+3,8k+5, tandis que les puissances paires de l’un 
et de l’autre nombre sont de la forme 8k +1; il y a 
d’ailleurs 2° nombres de chacune des formes 


841, 8443, 84+ 5, 8447 


entre les limites 1 et 2*— 1. Donc la série des puissances 
de b donnera tous les nombres 8k + 3 avec les nombres 
8k +1; pareillement, on retrouvera les nombres 8k +1 
dans la série des puissances de c, avecles nombres 84 + 5. 
Maintenant, si l’on change les signes des nombres 
8k+ 1 et 8k +5 ou qu'on prenne leurs compléments au 
module 2*, il est évident qu’on obtiendra tous lesnombres 
Sk+ 7 et 8k +3; on a donc la proposition suivante : 


Taéorëme. — Si l’on choisit un nombre quelconque 
de la forme 8k+ 3 ou 8k +5, qu'on prenne les résidus 
de ses 2"? premières puissances par rapport au mo- 
dule 2", et qu'on joigne à ces résidus leurs compléments 
au module, on obtiendra la suite de tous les nombres 
impairs inférieurs au module. 


De la congruence x! —1=0 (mod. pe 


324. Considérons la congruence 


(1) xt—1=0 (mod. 2"), 
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y étant > 2. Chacune de ses racines a est telle que l'on a 
1 (mod. 2’) 


l’exposant auquel a appartient divise donc les nombres { 
et 2", ainsi que leur plus grand commun diviseur ; nous 


ÿ 


désignerons par 2° ce plus grand commun diviseur, et 


alors & sera racine de la congruence 


ÿ 
(2) Ve 0: (mod:2"}; 
réciproquement la proposée admettra toutes les racines 
de la congruence (2). Il est évident que celles-ci ne sont 
autre chose que les nombres qui appartiennent à l’un des 


exposants 
RO AS NE 


Si t est un nombre impair, on à d — o et les con- 
gruences (1)et(2) n'admettent pas d’autre racine que 1. 
Supposons 0 >0; nous avons vu que, siuest >1, 11y 
a 2 nombres qui appartiennent à l'exposant »*, et qu'il 
y a 3 nombres appartenant à l’'exposant 2; le nombre des 
racines de la congruence (2) est donc 


PTE LOUE CET ES NE CR 


ou 2%+!. On a ainsi cette proposition , 


Taéonkme. — Si t est un nombre pair, le nombre des 
racines de la congruence x'—1= (mod. 2*) est égal 
au double du plus grand commun diviseur des nombres t 
pta”. 

Ces racines formeront deux périodes; car désignons 
par c un nombre appartenant à l’exposant 2”, et posons 


V-29-0 


Fr (mod. 2), 


il est évident. d’après les développements qui précèdent, 
RE PP TP 
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que les racines des congruences (x) et (2) pourront être 
représentées par 


De la congruence x'=1, dans le cas d’un module 
quelconque. 


325. La congruence 
(1) at—1=0 (mod. M), 


dans le cas d’un module composé quelconque, se ramène 
facilement aux cas que nous venons de considérer. 

Soit, en effet, 
‘ MED 0 
P; q» T, ... étant des nombres premiers inégaux. Il est 
évident que toute racine de la congruence proposée doit 
satisfaire à la même congruence 


(2) x! — 1=0, 


suivant chacun des modules p”, g#, r*,.... Réciproque- 
ment, sia, b,c,... désignent des racines de la précédente 
congruence suivant les modules respectifs p’, g“, r}, ..…, 
et que l’on détermine le nombre'x de manière que l’on 
ait 

x=a (mod.p'}), 

=... {(mod..g"\. 


#= cr (vod, 7) 


ce nombre x satisfera à la congruence (2) suivant chacun 
des modules p”, g*, r”,..., et, par conséquent, il satis- 
fera aussi à la même congruence prise suivant le mo- 


dule M. 
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D'après cela, la recherche des racines de la congruence 
proposée est ramenée à la résolution de éongruences dont 
le module est une puissance d’un nombre premier et au 
problème dont nous avons donné la solution au n° 290. 


Des indices. 


326. L'existence des racines primitives, pour un mo- 
dule M égal à une puissance d’un nombre premier im- 
pair ou égal au double d’une telle puissance, entraîne 
des conséquences très-importantes que nous devons pré- 
senter 1CI. 

Soit a l’une quelconque des racines primitives ; les 
puissances de a donneront tous les nombres premiers au 
module. Si donc N désigne l’un quelconque de ces nom- 
bres, on aura, pour certaines valeurs de n, 


2=N (mod. M). 


Chacun des nombres 7 ainsi déterminés prend le nom 
d'indice du nombre N, et la racine primitive a est dite 
la base des indices. 

Un nombre a une infinité d'indices, mais tous ces in- 
dices sont congrus suivant le module (M); on peut donc 
se borner à considérer l'indice minimum qui est l’un des 
nombres 

0, 1, 2, ..., o(M)—1. 
Il est évident que l'indice minimum de l'unité est zéro. 

Si l’on a calculé les indices des nombres N premiers 
à M, au moyen de la base a, et que l’on veuille prendre 
pour base une autre racine primitive d', on pourra 
obtenir facilement les indices qui se rapportent à cette 
base. Car soit e l'indice de la nouvelle base 4’, dans le 
premier système; On aura 


a'=a (mod. M), 
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et si 2 el n’ sont les indices d’un même nombre relatifs 
aux bases respectives a et 4, on aura 


a = an (mod, M), 
ou 
aNtæ= a  {mod. M); 


ce qui exige que l’on ait 


72 
n'emniyout ne [mod, 9 {(M)|], 
e 
puisque eest premier avec o (M). 
Par conséquent, les nouveaux indices s’obtiendront en 
divisant les anciens par l'indice de la nouvelle base relatif 
au premier système. 


327. Les propriétés des indices sont analogues à celles 
des logarithmes; elles découlent toutes de la proposition 
suivante : 


Taéonime. — L'indice d'un produit de plusieurs fac- 
teurs, pris suivant le module M, est congru, suivant le 
module o (M), à la somme des indices des facteurs. 





En effet, soient «, 6, y, ...les indices des nombres À, 
B, C, ..., dans le système dont la base est 4. On aura 


DA, ER, aæC NM 
et, en multipliant toutes ces congruences, il vient 
a+éti+. = ABC... (mod. M), 


ce qui montre que l'indice minimum du produit ABC 
est le résidu de & + 6 + 7 +... relativement à o (M). 
On a donc 


ind. (ABC. ..)=ind. A+ ind. B+ind. C+... [mod. (M) ]. 


CorozLaire I. — L'indice d’une puissance d'un nom- 
. bre, suivant le module M, est congru, suivant le module 
? le] 
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o(M), au produit du nombre par l'exposant de la 
puissance. 


CorozLaine II. — L'indice du quotient de deux nom- 
bres, suivant le module M, est congru, suivant le mo- 
dule o(M), à l'excès de l'indice du premier nombre 
sur l'indice du second. 


En effet, l'égalité 


A 
Ë À DTA 
entraine 
ind. + ind. B=ind.A [mod.+(M)|, 
ou 
ni LUE 7 
ind. £ = ind. A—ind.B [mod.+(M)]. 


On voit, d’après cela, que si l’on a deux Tables dont 
l'une donne les indices des nombres pour chaque module, 
et dont l’autre fasse connaître les nombres qui répondent 
à des indices donnés, on pourra résoudre facilement les 
congruences du premier degré, puisqu'on peut les ra- 
mener à d’autres dont les modules soient des nombres 
premiers ou des puissances de nombres premiers. 


Usage des indices dans la résolution des congruences 
binômes. 


328. Les racines de la congruence binôme 
(1) xt=AÀ (mod, M) 
peuvent, si l'on veut, être représentées par la formule 
(2) æ=ŸA (mod. M); 


le module M est, comme précédemment, une puissance 
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d'un nombre premier impair ou le double d’une telle 
puissance. Il s’agit de déterminer les nombres compris 
ainsi dans le symbole y A (mod. M). | 

La congruence (1) équivaut, d’après ce qui précède, à 
la suivante : 


(3) t. ind. r=ind. A [mod.+{M)]; 


on estdoncramené, si l’on possède une Tabledes indices, 
à la résolution d’une congruence du premier degré. 

Lorsque t est premier avec (M), la congruence (3) 
donne pour ind. x une valeur unique, et par suite la 
proposée (1) n’a qu’une seule racine, Mais, lorsque t et 
(M) ont un plus grand commun diviseur d supérieur 
à 1, la congruence (3) n’est possible que si ind. À est 
divisible par d, et, dans ce cas, la congruence (1) a 0 ra- 
cines. 

Supposons, par exemple, À — 1; la proposée devient 


x=1 (mod.p' ou 2p’), 
et l’on en tire 
t ind, x=o [mod. pt(p—1)]. 


Si donc d est le plus grand commun diviseur des 
nombres & et p”-t{(p—1), on aura ces valeurs de ind. x : 


ST à Don mr .(P—1)p"t 


Indre Der nn Later, MTS 
À À è À 


desquelles on conclura ensuite les d valeurs de x. 


Démonstration d'un théorème de Lagrange. 


329. Nous ne pourrions, sans sortir des limites que 
nous nous sommes fixées, développer ici toutes les con- 
séquences de la théorie qui vient d’être exposée. Mais 


LA 
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nous en ferons cependant deux applications dont la pre- 
mière a pour objet la démonstration d’un théorème im- 
portant de Lagrange. Cette démonstration est fondée sur 
le lemme suivant : 

Lemme. — Si le nombre premier p est supérieur à 5, 
on trouve dans la suite 


1, 2, 3, .... (p— 1): 
1° un résidu R suivi d'un résidu; 2° un residu FR suivi 
d'un non-résidu: 3° un non-résidu N suivi d'un non- 
résidu; 4° un non-résidu N'suivi d'un résidu. 
En effet, soient £ un non-résiduoude la forme 1,2, ..., 
(p—2), et y lassocié de B, c’est-à-dire un non-résidu. 
Je dis que les successions 


(8, B—+a) et (y, 7 +0), 


qui ont leur premier terme É et 7 non-résidu, sont con- 
juguées. En effet, à cause de 








By=1 (mod. p), 





SL D +1 est inon-résidu,; ÿ+1=7}+ By= (8 +1); 
(mod. p), y +1 sera le produit de deux non-résidus : 1l 


est donc résidu. Si 8 + r est résidu, la précédente con- 
gruence exprime que y +1 est non-résidu. On a donc 


(1) NIEN; 


Il y a lieu de distinguer le cas de p=4q +1, et celui 
HD 49—+ 5. 

Supposons p — 4q + 1 et désignons par 4, *; ARE À 
résidus et par b, b',... les non-résidus. Dans le cas 
que nous examinons et dont la somme égale p, deux 
nombres sont résidus ou non-résidus; on peut donc poser 


p=a+a =b+#b". 
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Cela étant, chacune des successions entraîne l’autre 
Les ail ER") 18 a). 
Si l’on fait b=a—+1r, la précédente égalité se réduit à 
= b'+ 1; donc 
(2) RI=NS 


Pp —1 


Pr] 


résidus et autant 





En second lieu, comme il y a 


de non-résidus et que le dernier terme p— 1 de la suite 
est résidu, on a 
ÉA ( 
NN È 
2 


(3) 


RER 


Ces dernières équations, jointes aux équations (1) 
et (2), donnent ainsi 


NENER ST 


R—? 3 RER “ 
Supposons p — 4 q + 3. Alors deux nombres complé- 


mentaires à p sont l’un résidu, l’autre non-résidu. On 
peut donc poser 





(4) 





Peak he! —+— b’: 
alors chacune des successions 
(è,b') et (a, a) 
entraine l’autre et l’on a, par conséquent, 
(on R=N. 


Ensuite le dernier terme de la suite étant non-résidu, 


- 
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on à 








hé: era 


(6) 

2 3 

NN TT 12 Sy 
2 2 





Ces dernières équations donnent avec (1) et(5) 


NS Se 


4 2 
(7) 
OMS amie, DT 
RP +. 








Remarque. — Ce lemme subsiste dans le cas de p=—3: 
onaN—=N'—R—oetR— 1; il a lieuencore si p—5: 
MA N= NF" et R —0. 

Corozzaire. — Si C désigne un nombre quelconque 
non divisible par p, la proposition précédente subsiste 
quand, à la suite 


(1) 1542243: AE (p — 1), 
on substitue La suivante : 
(2) CPACGESU,".,: (P-1)C 


En effet, si C est résidu, deux termes correspondants 
des suites (1) et (2) sont à la fois résidus ou non-rési- 
dus. Au contraire, si G est non-résidu, les résidus de la 
suite (2) correspondent aux non-résidus de la suite (1), 
et inversement. 


330. Taéorëme. — Si p est un nombre premier supe- 
rieur à 5, À, B, C trois entiers posilifs ou négatifs non 
divisibles par p, on peut toujours trouver deux entiers t 

P 


et u inférieurs à —» tels que 
2 
AË+Bu +C 
soit divisible par p. 
S. — Alg. sup., U. A 
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1° Si B et —C sont tous deux résidus, ou tous deux | 
non-résidus quadratiques par rapport à p, on peut 
prendre {= 0; en effet, il ne restera plus alors qu'à sa- | 
usfaire à la congruence 


Bu*+C=—=o (mod.p), ou Bw#?+{C+)p)=o (mod.p) 


}étantun entier quelconque. S1 l’on détermine cet entier 
de manière que l’on ait 


C + 1p 


B Ê: 


. étant un entier, notre congruence deviendra 


u = p (mod.p}), 
et 1l sera possible d’y satisfaire, car, B et — C étant l’un ! 
et l’autre résidus ou non résidus, x est nécessairement 
résidu. 

Pareillement, si À et — C sont tous deux résidus ou 
tous deux non-résidus, on pourra satisfaire à la condi- 
lion énoncée, en prenant u — 0, quel que soit le nombre 
premier p. 

2° Sip est => 5, on peut toujours satisfaire à la con- 


gruence 
5 
AË+Bu+C=o (mod.p), 


en prenant pour { etu des valeurs positives inférieures à 
P, En effet, soient & et 6 deux nombres qui soient res- 
2 


pectivement de même espèce que + À et —B; je dis 
que deux nombres sont de même espèce quand ils sont 
l’un et l’autre résidus ou non-résidus. D'après le lemme 
qui précède, je puis choisir les nombres & et 6 de ma-! 
nière que l’on ait 


6—a—=G (mod.p), 





\ 
LL 
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et si l’on désigne par À et x des nombres entiers tels que 


soient des entiers, ces entiers seront nécessairement ré- 
sidus; on aura donc 


«+ p} 6 
et Z = À TEE = 1 (mod. p}), 





7 1 


ou 
œ=AÀA®, 6—=—Bu? (mod.p); 


et comme 6—x==C, on aura aussi 
APP EC (mod, » }. 
ce qu'il fallait démontrer. 


Remarque. — D'après ce théorème, la formule 
+ u?+1 comprend des nombres divisibles par p, 
quand p est ©. Mais la même chose a lieu encore dans 
le cas de p= 5, pourt = o,u — 2; dans le cas de p=— 3, 
Dourtt=—u—7r, ét dans le cas dé p—%, "pour t — 0, 
u—=1. D'alleurs la formule 1? u2+7r est comprise 
dans cette autre plus générale, P2+Q2+ R2-+5$S?; d’où 
il résulte que tout nombre premier divise une somme 
de quatre carres premiers entre eux. 


331. Cette conclusion va nous conduire à une consé- 


quence importante qui se présentera comme corollaire 
de la proposition suivante : 


Tuéorëme. — 7'out nombre qui divise la somme de 
quatre carres premiers entre eux est lui-méme la somme 
de quatre carrés. + 


Supposons que p divise 


ATP D ACID? 
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et désignons par Ha, + b, +c, + d les résidus mi- 
nima des nombres À, B, C, D, de manière que a, b, c, d 


és 


soient compris entre zéro et —; alors p divisera 
2 


a+ b? + c2 + d?, 
Posons 


(1) a? + LH ce + d— pp'; 
P Pp \° 
a, b,c, d'étant moindres que 5? on aura pp' << 4 (2) > OU 


PL D: 


S1 l’on avait p'— 1, p serait la somme de quatre carrés, 
et le théorème serait démontré; supposons donc p'> 1. 
Comme p’ divise a? + b?+ c?+ d?, il divisera aussi la 
somme des quatre carrés 


(a— ap P+(b—6p}P+(c—yp}+(d— 0p'}, 


et si l’on détermine «, 6, y, d de manière que chacun 


2 


f 


(2) (a— ap} +(b—6p + {ce — pl} +(d—0dpl}=p'p", 





de ces carrés soit moindre que > On pourra écrire 


avec 
VOL ! 
TREVRLR 


Mulupliant ensemble les équations (1) et (2), et faisant 
usage de la formule établie au n° 245, il vient 
(ad — by+c6— da)p'?+ {ay + bd — cu — dé} p'? 

+ (a6 — bu — cd + dy} p"? 

He +++ Pau +bE+cy + dd)p'P = pp'?p"; 
divisant par p?, et ayant égard à l’équation (1), on a 
(ad — by +c6— du} + (ay + bI — ca — dé}? 

+(a6—bu— cd + dy) +{p— au— b6—cy— dd) —=pp", 
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ou, pour abréger, 
(3) a+ b2+c2+ d?— pp". 


Cette équation (3) a la même forme que (1), seule- 
ment pl est <p!. Si l’on a p'= 1, l'équation (3) montre 
que p est la somme de quatre carrés, et le théorème est 
démontré. Sinon, en opérant sur l'équation (3) comme 
nous avons fait sur l'équation (1), on obtiendra une 
nouvelle équation de la forme 


a"? + b"”2 Te c'2+ d'2— pp"; 


où l’on aura 
7 n. 
P” ES P : 


et l’on peut continuer de cette manière Jusqu'à ce qu'on 
obtienne une équation de la forme 


atn)2 + p(n)2 ÉL'e(r2 ue FANS DEEE 


ce qui arrivera nécessairement, puisque les nombres 


! 74 1 
PP: P 


sont des entiers qui vont en décroissant; d’où il suit 
enfin que le nombre p est la somme de quatre carrés. 


CorozLaire. — 7'out nombre entier est la somme de 
quatre ou d’un moindre nombre de carrés. 


En effet, tout nombre premier (n° 330) divise la somme 
de quatre carrés premiers entre eux ; ilest donc lui-même 
la somme de quatre ou d’un moindre nombre de carrés. 

En second lieu, un nombre entier quelconque est le 
produit de plusieurs facteurs premiers; chacun de ces 
facteurs est la somme de quatre carrés; donc leur pro- 
duit (n° 245) est lui-même la somme de quatre carrés. 
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Theorème de Legendre sur la loi de réciprocilé qui 
existe entre deux nombres premiers. 


332. La loi de réciprocité découverte par Legendre 
consiste dans le théorème suivant : 


TaéoRÈME. — St p et q sont deux nombres premiers 
umpairs quelconques, on «a 


CRE) 
(se) 


à moins que p et q ne soient tous deux de la forme 
4k + 3; on a dans ce dernier cas 


CT 


La démonstration que nous allons présenter est due 


en sorte que 


à Gauss, et elle a été reproduite par Legendre dans le 
tome II de sa Zhéorie des nombres. Nous établirons 
d’abord le lemme suivant : 


Soient p un nombre premier positif autre que 2, el q 
un entier quelconque non divisible par p; les produits 
P —1 
(1) don D de AL SITE q 


2 





er 





donneront, suivant le module p, restes différents 








et32 set si l’on 


k mr Pi Ds" 
compris entre les limites — z £ 


désigne par p. le nombre de ceux de ces restes qui sont 
négatifs, on aura 
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En effet, soient 


(2) jy Ag, 7 A 
les À — — — y restes positifs, et 
(3) — D;, — b, CN LENS by 


les m restes négatifs. 

IL est évident que l’un des restes ne peut être zéro; de 
plus, deux résidus pris dans l’une des suites (2) ou (3)ne 
peuvent être égaux entre eux; mais Je dis, en outre, qu'on 
ne peut avoir 4m — bn. Effectivement, soient 4, 6q les 
multiples de 4 qui ont fourni les restes a,, et — D, ; l'éga- 
lité a» — b, entraïinerait 


uq——6q où («x+6)g—=0 (mod.p) 


ce qui estimpossible, puisque 4 n’est pas divisible par p- 
et que la somme & + 6 est inférieure à p. Il résulte de 
là que la suite formée des nombres a et b comprend les 
mêmes nombres que la suite 


P —1 
1, De de .….… Fr 





> , 

Les nombres de la suite (1) étant respectivement con- 
grus aux nombres compris dans les suites (2) et (3), le 
produit des uns est congru au produit des autres, et 
l’on a 





a (OMS 
(123.2 | q? —={—i)a;a,…..aib,b,...b, (mod. P), 
2 


et en divisant les deux membres respectivement par les 

produits 

P — ] 
2 


"ne 0 RE 





. | jy Age b, Devis tbus 


qui sont égaux entre eux, comme on vient de le dire, on 
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dr =(—1} (mod. p), 
ou 
(4) (2)= (ar 


ce qui est le résultat annoncé. 

Maintenant il est aisé de trouver une expression ana- 
lytique du nombre u. Dans ce qui va suivre, nous dési- 
gnerons par Ex) le plus grand entier contenu dans une 
quantité quelconque x, de manière que la différence 
x —E(x) soit une quantité positive inférieure à 1. Cela 
posé, soient ægq et 6q les produits qui fournissent les 
restes a et — b, on aura 


6 =: 
t=r(")+5, r(%)+2 di 
P P P P P 





ou, en multipliant par 2, 

2 2 , — 2b 
or (ft) 42e, Tor (4) +r4 PE ‘ 
P P FREE P P 


Comme 2 a et 2b sont inférieurs à p, on voit que 


2 6 
2E (#) et 2E (2) +1 
? P 
sont respectivement les plus grands entiers contenus 


») 6 
dans 7 et sa E A on a donc 
P "a 


P P 
6 6 

E (72) —0#% (22) = I, 
P P 


Donnons à «et à 6 toutes les valeurs dont ces nombres 
sont susceptibles ; les formules précédentes fourniront 





L 2 
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1 + u équations distinctes, et, en ajoutant toutes ces 
équations, il viendra 


conf a[e 72 
28 (1) USE (5). (2 2). 


Mais, comme on n’a besoin de la valeur de 4 que pour 
savoir si elle est paire ou impairé, on peut, dans cette 
formule, supprimer tous les termes de la seconde ligne, 
lesquels sont des nombres pairs, et nous écrirons sim- 





plement 


‘ab A2) ie 
ne «(1 


mL (ne)e 
P la 


on aura, en retranchant de g chaque membre de cette 


(5) 


Si l’on pose 


formule, 


Be (—1)-5 (4) + (1— 06), 


d’où il résulte que l’on a, quel que soit 7, 


D desc) 


e à : n 
en ajoutant au second membre le nombre pair 2Ë (2) , 


on obtient cette congruence 


(6) E pie | =(q9—1)+E (22) (mod. 2). 


Li 
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Posons p=— 411, et donnons à n les valeurs r, 3, 


AA 


5,..., (22 —1), la congruence (5) deviendra, en faisant 
usage des résultats ainsi obtenus, 


(ei) +e(1)+r (2)+r (5) +. 
(7); 1 à 
RE (es 4) 
ET d / 
Cette formule (7) a lieu, quel que soit le nombre 9, 
pourvu qu'il ne soit pas divisible par p, et cette remarque 


nous sera utle plus loin; si g est impair, 9 —1 est un 
nombre pair et la formule (7) se réduit à 


«=# (1) + (2) +E (22) DA ES 
P P P 


+e (21) 
3; P j 


cette valeur de x peut être mise, comme on va le voir, 


(mod. 2). 


(8) (mod. 2); 


sous une autre forme. Nous supposerons, dans ce qui va 

suivre, g << p; alors le premier terme du second membre 

q —1 
2 





de la formule (8) est zéro, et le dernier terme est ; 


car on a 
RQ 26; APT 


Cela posé, soit 7 un entier donné égal ou inférieur à 
q —4 





» et désignons par m le nombre des termes de la 


précédente valeur dep qui sont inférieurs à 2. Le nombre 


; UNS A ; m +1 
m+1 étant inférieur à p, l'expression Ro ne 


pourra Jamais se réduire à un entier, et l’on aura, en 
conséquence, 


“(en ape 
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d'où | 
(m +1)g Le 


RE ME 7, 
P P 


ou 


DRE ET mi LI; 
Feng Mere 


ces inégalités expriment que m est le plus grand entier 


72 
contenu dans SE on a donc 
7 


mit (æ) . 
q 
Pareillement le second membre de la formule (8) con- 


° nr —- I . pre A “e 
uendra E ES termes inférieurs à 2+1,SIn+I 
q 
, re « q Ft I , « . . , 
n est pas SUPÉTIEUT à ——) c’est-à-dire s1 l’on a 
2 


DETAS 
2, 





n <a 


Dans cette hypothèse, notre expression de # contiendra 
d’après cela 


n (9) 


termes égaux à 7. En outre, le nombre total des termes 
il 





de l'expression de p est Ê , et, comme le nombre de 





ë : ASETAE AT de Fait | 
ceux qui sont inférieurs à 7 e est E (= 2). il y 


aura, dans y, 


(10) 7! -r{(1 2) , 


2 7 





ni 





termes égaux à 


Si l’on multiplie l’expression (9) par », qu’on rem- 
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place ensuite 7 par chacune des valeurs 


rte, DAS (2 1), 
2. 


qu'on ajoute enfin tous les résultats avec le produit de 
q — ] 
2 








l'expression (10) par * ilest évident qu’on repro- 


duira la valeur de u. On a donc 


RC) 





ou, en réduisant 





(ri) ne be [E (2) - (2e) +. 2) | (mod. 


2 2 


La formule (8) s'applique à un nombre premier im- 
pair p et à un nombre impair quelconque g; si donc on 
suppose 4 premier et que l’on fasse 


(2) (£) = 


le nombre y sera donné par la formule (8) en permutant, 
dans celle-ci, les lettres p et {; On aura ainsi 


3) (2) + E Ée +...+E (= à (mod. 2). 
g q 21:18 
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La comparaison des formules (11) et (13) donne 


P—Iq—I 
= —— — ds 
B + > — 7  (mod.2) 


d’ailleurs on a, par les formules (4) et (12), 


Lei M) 
donc 
un) (Ft) 


ce qui est la formule que nous voulions établir. 


Remarque. — IL faut remarquer que le nombre —1 
est résidu de tous les nombres premiers 4i +71, et qu'il 
est non-résidu des nombres premiers 4i + 3. 

On a effectivement, par la définition du n° 311, 


Pi 


Co 


cette égalité est d’ailleurs comprise dans notre for- 
mule (8); car, sig ——1, chacun des termes du second 
membre de cette formule se réduit à —r, et l’on a 





M Hire ue Pire] 
LS RE 








(mod. 2). 


On conclut de là que la congruence 
x?+1=0 (mod.h) 


est possible ou impossible suivant que p a la forme 41+ 1 
ou la forme 41 + 3. Sile premier cas a lieu, le nombre p 
divise la somme de deux carrés, et il est, par suite, la 
somme de deux carrés, résultat auquel nous a déjà con- 
duit le théorème de Wilson. 
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333. La formule (7) du numéro précédent exige seu- 
lement, comme nous l’avons déjà dit, que q ne soit pas 
divisible par p. Si l’on y suppose g — 2, les expressions 


E (1) »-.. qui y figurent se réduiront toutes à zéro; on 
P 


aura donc 


e 
PE 


ï (mod. 2); 





Li 


PAT 


d’ailleurs, ——- est un nombre impair, et l’on peut écrire 





D 


L= [PTE (mod. 2). 


Si, en second lieu, on pose g ——2, les expressions 


E (2) sE (22); -.. de la formule (7) se réduiront toutes 


/ 


à — 1, et l’on aura 


pi _(p+ni(p=r) pi 


pL=I— = 


2, le] 2 





(mod. 2), 


ou 


airs 1h ET) (mod. 2). 


j re) 





D'après cela on a, pour tout nombre premier impair p, 


(P+1)(p—1) >-ch (PAPE 
(2) =" 8 : (=)=(-1 8 ; 


/ \ 
formules qui expriment le théorème suivant : 


Taéorème. — Le nombre + 2 est résidu quadratique 
de tout nombre premier de l’une des formes 8k +1, 
8k+7;il est non-résidu de tout nombre premier de 
l'une des formes 8k +3, 8k+ 5. 

Le nombre — 2 est résidu quadratique de tout 
nombre premier de l’une des formes 8k-- 1, 8k+3; 
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il est non-résidu de tout nombre premier de l’une des 


formes 8k + 5, 8k +7. 


334. Il ne sera pas inutile de présenter ici quelques- 
unes des applications du théorème de Legendre. 
Ona, relativementauxnombrespremiers3etp—3n—+1, 


Rp (a) CE) 


d’ailleurs, relativement au module 3, +1 est résidu et —1 





non-résidu ; si donc on distingue les nombres premiers 
en quatre classes, savoir : 


PRIT, 12H ES, er one 1924 11, 


on aura cette proposition : 


Le nombre +3 est résidu quadratique de tous les 
nombres premiers 12k +1, et 12k--11, et il est non- 
résidu de tous Les nombres premiers 12k +5, 12k +7. 

Et, d’après ce qui a été dit au n° 311, on peut ajouter : 


Le nombre — 3 est résidu quadratique de tous les 
nombres premiers 12k +1, 12k +7, et il est non-re- 
sidu de tous Les nombres premiers 12k +5, 12k +11. 


Ces deux propositions ont été démontrées pour la 
première fois, par Euler, dans le tome VIII des Nouveaux 
Commentaires de Saint-Pétersbourg. 

Relativement aux nombres premiers 5 et p, on a 


6-6) 
Ge. 


suivant que p est de la forme 572 +1 ou de la forme 


mais on a 


112 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


ÿn + 2; si donc on distingue les nombres premiers dans 
les huit classes 


20k HI, 20 À +3, 20 À +7, 20 À +0, 
20k +11, 204 +13, 20#+17, 204 +19, 


suivant le reste que donne leur division par 20, on aura 
cette proposition : 


Le nombre +5 est résidu quadratique de tous les 
nombres premiers de l’une des formes 20k+1, 20k+ 9, 
20k+11, 20k +10, et il est non-résidu de tous les 
nombres premiers de l’une des formes 20k+3, 20k+7, 
20k +13, 20k +17. 


Et, conséquemment : 


Le nombre — 5 est résidu quadratique de tous les 
nombres premiers de l’une des formes 20k+-1, 20k+53, 
20k+ 7, °0k<+0, et il est non-résidu des nombres 
premiers de l’une des formes 20k+11, 20k+ 15, 
20k +17, 20k +19. 


* 2 — ; 
De la congruence x? —N=o (mod.p), p étant 
un nombre premier. 


333. Le théorème de Legendre fournit le moyen de 
reconnaître, par un calcul facile, si la congruence 
x?— N—=o (mod.p) 


est soluble ou non; car la condition de résolubilité est 


g 
— | = — I. 
rl 
: Ji : ‘ N 
Toutrevient donc à déterminer le signe du symbole ( à . 
\ 


Le nombre N peut toujours être rabaissé au-dessous dep; 


exprimée par l'égalité 
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en outre, si l’on a 


N=—0 Bet lu 


a, b,c, ... étant des facteurs premiers inégaux, on aura 


De) ie 


mais on a évidemment 


Cu 
5)-0 


. . L , . . N 
si æ est impair; la détermination de {— | est donc ra- 
P 


menée à celle des symboles plus simples 


EG 


a et b étant ceux des facteurs premiers de N qui figurent 
dans ce nombre avec des exposants impairs. 


si æ est pair, et 


Considérons l’un de ces symboles, (£) par exemple. 


Sa valeur sera immédiatement connue (n° 333), si a — 2. 


Dans le cas contraire, la recherche de (£ estramenée, 
P 


par le théorème de Legendre, à celle de (2) + On opérera 


alors, à l'égard de (2) comme nous venons de le faire 
« 


r 


relativement à e > et, en continuant ainsi, on tombera 
P 


nécessairement sur des symboles dont la valeur sera 
connue. 
S. — Alg. sup., A]. 8 
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Exempce. — Soit la congruence 
x? 1459—=0 (mod. 22366891), 
qui est l’une de celles que Legendre a considérées dans 
sa Z'heorie des nombres. 
Le module est ici un nombre premier 4k + 3, et 1459 


est lui-même un nombre premier de cette forme; on a 
donc 


N\ _/ —:1459 | LANCE 1459 \ 22366891 
(5) Fo 22366891 p, 22366891 } 1459 ) 
Le reste de la division de 22366891 par 1459 est 421; 
NAS AA | 
É sn CE | 
421 est un nombre premier 4k +1; par conséquent, 
— 1459 \ 2 Éa90). APN ESS 
DJ TAN ASIA EE NME von 


puisque 4 >< 49 est un carré. 
La congruence proposée admet donc deux racines. 





donc 








336. La congruence 
ax?—N:z=o (mod.p) 


ayant été reconnue possible, supposons qu'on veuille la 

résoudre. Nous distinguerons deux cas suivant que le 

module p est de la forme 4k --3 ou de la forme 4k +1. 
Supposons d’abord 


p =4# + 3, 
la congruence proposée étant possible, on a 


pi 
si 


N'—1=0 où NFti— 10 mod »} 
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et, en multipliant par N, 
N°#+2—N=o (mod.p), 
d’où il suit que les racines de notre congruence sont 
DER HN FEI 
Soit actuellement le cas où p est de la forme 4k +1; 
les nombres 4k+ 1 comprennentles deux formes 8k+r, 
8k+ 5, que nous allons considérer l’une après l’autre. 


Supposons 
p=8#+5, 


la congruence proposée étant possible, on a 


NH r—0 (mod. p}), 


ou 
(N2##1 7) (NH 1)=o (mod.p); 
on a donc 
N##—1=o (mod.p}) 
ou 


N?##+1=0o (mod.p). 
Si c’est le premier cas qui a lieu, on aura 
N#+#2—N—=o ({mod.p) 
et les racines de la proposée seront en conséquence 
æ=#+N## (mod.p). 
Si au contraire le deuxième cas se présente, posons 
G=N##1 (mod.p}, d'où @—N#“#?— NN ([mod.p), 
la congruence proposée deviendra 
+ @=o ({mod.p). 


Or le nombre p, quiest de la forme 4k+r, est la somme 
de deux carrés premiers entre eux. On peut donc poser 


p=c?+ 6, 
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d'où, t et u étant des indéterminées, 
(+6) (84 ut) = (ut+Gu)+ (au —6t} =o (mod. p). 
On peut déterminer £ et u par la condition 
au —.6t — 0, 
et il est évident que la congruence proposée sera vérifiée 


en posant 
ZE (et 6u} #(mod-p} 


nous reste à examiner le cas où p a la forme 8k+r. 
Alors il n’est pas possible, en général, de résoudre la 


congruence proposée sans tâtonnements, et l’on est obligé 
de calculer les termes de la suite 


P+HNS 2p+N, 3p4+N :... 


jusqu'à ce qu’on en trouve un qui soit un carré parfaiL. 
Cela ne peut manquer d’arriver lorsque la congruence 
proposée est possible, et, comme le carré que l’on cherche 


À indique 520 bre des termes 4 calcul 
est moindre que eh , e nombre es termes à calcu er, 
4 


I 
ri 


Il peut arriver cependant, dans le cas qui nous occupe, 


dans la suite précédente, ne pourra jamais excéder 


que l’on puisse trouver directement les racines deman- 
dées. Soit, en effet, 2* la plus haute puissance de 2 con- 
tenue dans p— 1 et posons 


pP—= 2x +1, 


& étant un nombre impair et étant au moins égal à 3. 
La congruence proposée étant possible, on a 


N'a 1 mod. ph 
etilse peut que l’on ait aussi 


NS ion 
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Admettant cette hypothèse, on aura 

NP EN {mod.p), 
et, comme « estimpair, on pourra procéder exactement 
comme nous l'avons fait dans le cas de p = 8k +5. 


ExemPre. — Reprenons, avec Legendre, la con- 


gruence 
x?+1459=0 (mod. 22366891). 


Nous avons vu que cette congruence a deux racines. Iei 
l’on a 
p=4k +3 
et 
k + 1 = 5591723. 


On trouve que 
Be EN HOO IR nh20774 : 
c'est ce que montre l'égalité 


(7529774 } + 1459 — 22366891 >< 2534885. 


De la congruence x? —N=o, dans Le cas d’un module 
quelconque. 


3271. Supposons d’abord que le module soit une puis- 
sance p’ d’un nombre premier impair p; la congruence 
proposée sera 


(1) æ —N=0 (mod. p’). 
Commençons par résoudre cette congruence, suivant 


le module p, d’après la méthode du n° 336; si l’on dé- 


signe par + £ les racines, on aura 
(2) E—N—=o (mod.p) 


et, par suite, 
(8— Nj'=o ({mod.p'). 
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Or, en développant la puissance (£ + VN}, on trouve un 
résultat de la forme 


(a (EH YN) —=x+6vN, 

a et 6 étant des entiers, et il en résulte 

(4) (E— VN) = — 6YN, 

par suite 

(5) a — N62—{E—N)—o (mod.p'). 


La formule (3) ou (4) donne aussi 


nu Li IT A Fe |= 2 TEL (MOdI D, 





[en] 

"x 

i 
— 
1 
— 
e 
da 
Sd 
RE on | 
Le 


na, ” +. | —=2-1#1  {[mod.p), 


ce qui montre que p ne peut diviser aucun des nombres 
æ et 6. Alors on pourra trouver deux entiers t et u, tels 
que l’on ait 


(6) a—6t+p'u, 


et en substituant cette valeur de « dans la formule (5), 


il viendra 
E{(2—N)=o (mod. p') 
ou 


(7) —N—=o (mod.p'), 


d’où il suit qu'on aura les deux racines de la congruence 
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proposée en prenant 


= 
se EL DE à 


Remarque. — Lorsque le nombre N estun multiple 
de p, cas que nous avons exclu, la congruence proposée 
exige que æ soit divisible par p. Soit N=—p?"N', 7 étant 
le degré de la plus haute puissance de p? qui divise N; la 
congruence proposée ne pourra être satisfaite que si x est 
divisible par p*. Posant donc x—p"z, elle se réduit à 


2 N—=0. (mod. p'*?), 
et celle-ci sera impossible ou n'aura que la racine z—=0, 
si N’ contient encore le facteur p. 
338. Considérons maintenant la congruence 
x—N==o {mod. 2). 


Soit 222 la plus haute puissance de 2° qui divise N, il est 
évident que x doit avoir le diviseur 27; posant donc 


b ! 
N—2?!N RUES ST 
notre congruence deviendra 
Noa, 2") 


D'avrès cela on peutsupposer que N soitimpair ou double 
P P PP d 
d’un impair. Si N est double d’un impair, il est évident 
que la proposée n’est résoluble que dans le seul cas de 
y=— 1, et l’on peut faire abstraction de ce cas. 

Soit donc N impair; si y — 2, la congruence proposée 
se réduit à 


x—1=—=0 ouà zx +1=0o (mod. 4); 
la première est seule possible et n’a que les racines 1. 


Lorsque vest => 2, la congruence proposée n’est possible 
que si N est dela forme 8k +1, et l'on obtient facilement 
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une solution par des substitutions successives. Il faut 
remarquer qu'une solution particulière conduit à la so- 
lation générale. Car soit x, une racine de la proposée, 
celle-ci pourra se mettre sous la forme 


(t— 2x0) (x +) =0 (mod, 2”); 


RENE 
d’où 
SÉREER ON ENECE PSI 


Let u étant deux indéterminées. On tire de là 
L'ERRERITS 


u est arbitraire et les racines demandées sont données 
par la formule 


Fe tj 2 74 MON TU 
ExempLe. — Soit la congruence 
2? 190 {mod 214} 


la valeur x — r satisfait à la congruence prise suivant 
le module 2*; on posera donc 


LI: + DE 
et, en substituant, il viendra 
FA EUR 0 mod ap 


On voit que 1+- x, doit être divisible par 4, et l’on fera 


en conséquence 
T; mire : vus I + re 


ce qui donnera 
1— rit 16x=0 (mod. 25}, 


ou 
1—7%==O0 (mod. ZT 


cette dernière congruence est du premier degré et elle 
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a la racine 7; on fera donc 
LEA: 


et l’on en conclura x, = 27, x = 217. Les racines de la 
proposée seront ensuite données par la formule 


Edo Pa 9 Rs 5i2u, 
qui comprend les quatre nombres 
2175 200 720: 0077 
339. Le cas général de la congruence 
mN— (mod. M), 


suivant un module composé quelconque, se ramène aux 
cas précédents par un raisonnement déjà employé; caril 
est évident que tout nombre qui satisfait à la précé- 
dente congruence suivant le module 


M D'or... 


Prq»1, .… étant des nombres premiers inégaux, satisfera 
à la même congruence suivant les modules p”, 4°, TA 
Ensuite si a, b, ce, … désignent des racines de ces con- 
gruences respectives, on aura l’une des solutions deman- 
dées, comme nous l'avons dit au n° 325, à l’occasion 
d'un cas semblable, en déterminant le nombre x de 
manière que l’on ait 


æ=a (mod.p')}, æ=b (mod.g*), x=c (mod,.r*), .…., 


problème que nous savons résoudre. 
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à en 





CHAPITRE IIT. 


PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS ENTIÈRES D'UNE VARIABLE, 
RELATIVEMENT A UN MODULE PREMIER. 


Des fonctions entières irréductibles, suivant un module 
premier. 


340. Je me propose de présenter ici avec des dévelop- 
pements entièrement nouveaux une théorie importante 
que J'ai déjà exposée dans la précédente édition de cet 
Ouvrage, en me plaçant à un point de vue un peu diffé- 
rent. Cettethéoriese rapporte exclusivement aux modules 
premiers ; elle a été l’objet d’un Mémoire présenté par 
moi à l’Académie des Sciences, le 4 décembre 1865. 

Soient p un nombre premier, o(x) et F(x) deux fonc- 
tions entières de x à coefficients entiers; si l’on peut trou- 
ver deux fonctions entières®{x), x(x) à coefficients en- 
uiers et qui soient telles que l’on ait identiquement 


pe) #(e)= F(x) +p xx), 
et, par suite, 


p(x) (x) =F(x) (mod. p)}, 
nous dirons que la fonction F(x) est divisible par o(x) 
suivant le module p, ou qu’elle est égale, suivant le mo- 
dule p, au produit des fonctions o(x), br). 

Supposons qu’une fonction entière o(x) soit ordonnée 
par rapport aux puissances décroissantes de x ; si tous les 
coefficients sont divisibles par p, la fonction sera nulle 
suivant le module p; dans le cas contraire, soit a le pre- 
mier des coefficients qui ne sont pas nuls suivant le mo- 
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dule p, on pourra trouver un entier æ, tel que 
au=1 (mod.p}), 


et par conséquent le produit æp(x) pourra se mettre 
sous la forme 

a p(x)=F(x) +p x\x), 
F(x) désignant une fonction entière dans laquelle le 
coefficient de la plus haute puissance de x est l'unité; on 
peut évidemment supposer que tous les autres coeffi- 
cients soient rabaissés au-dessous de p. 

Une fonction entière F(x) à coefficients entiers sera 
dite irréductible suivant le modulepremier p, siellen’est 
divisible, suivant ce module, par aucune fonction entière 
d’un degré inférieur au sien et si, en outre, le coeffi- 
cient de la plus haute puissance de x est égal à l'unité. 


941. Tuéonkme I. — Si les deux fonctions p(x) et 
U(x) n'admettent aucun diviseur commun, suivant le 
module premier p, on pourra trouver deux fonctions 
entières U et V, telles que l’on ait identiquement 


Uo(r)—VY(x)= (mod. p). 


En effet, désignons par a et b les coefficients dela plus 
haute puissance de x dans (x) et dans (x), on 
pourra poser 


p(x)=aA, Ÿ(x)=0B (mod. p), 


À et B étant des fonctions entières dans lesquelles la 
plus haute puissance de x a pour coefficient l’unité. 
Cela posé, exécutons sur les polynômes À etB l’opéra- 
tion par laquelle on détermine le plus erand commun 
diviseur, en négligeant les termes mulupliés par pet en 
ayant soin d'ajouter à chaque reste un polynôme de la 
forme p A(x), choisi de manière qu'après cette addition 
le reste en question soit divisible par le coefficient du 
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terme le plus élevé; en outre, avant de prendre ce reste 
pour diviseur, nous Supprimerons le facteur commun à 
tous ses termes. Comme nous admettons que les poly- 
nômes À et Bn'’ont point de diviseur commun, suivant le 
module p, on arrivera nécessairement à un reste numé- 
rique r, qui ne sera pas nul suivant le module p. Et si 
l’on suppose, pour fixer les idées, que le degré de B ne 
soit pas inférieur à celui de À, on aura cette suite d'éga- 
lités ou de congruences : 


B=R;Q;: +R 
R= RQ; +7,R; ) (mod. P): 
R;_,=R,. , Q, + Tn 
T1, T2, ..., ln Sont des entiers qui ne sont pas nuls sui- 
vant le module p; etR,, R:, :.., Q;, O2, ...sontdes 
fonctions entières de x dans lesquelles la plus haute 
puissance de x a Pour coefficient l'unité. De ces rela- 
tions on tire 
ah AO 
n72R=(7+Q:Q)B — Q.A (mod. p), 
ARE (+ QQ)A— [RQ +(r+00,)0.1B 
et la dernière de ces relations aura évidemment la forme 
172... 7» =MA—NB {mod P) 


M et N étant des fonctions entières. Soit « le nombre par 
lequel il faut multiplier le produit abriTe:... r, pour ob- 
tenir un résultat Congru à 1 suivant le module p; si l’on 
multiplie la congruence précédente par aba et qu'on 
écrive U au lieu de baM, V au lieu de aa N, on aura 


I=U p(x) — Vy(x) (mod. p), 
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ou 
1+py(r)=Uo(x)—Vy(x); 


ce qu'il fallait démontrer. 


342. Tuéorème IL. — Si la fonction entière F(x), 
irréductible suivant le module premier p, divise, 
suivant ce module, le produit ç(x) b(x) des fonctions 
entières o(x) et (x), elle divisera l’un au moins des 
deux facteurs. 


En effet, si la fonction d(x) n’est pas divisible suivant 
le module p par la fonction F (x), comme celle-ci est irré- 
ductible, elle n’admet aucun des diviseurs queŸ(x) peut 
avoir. On pourra donc trouver trois fonctions en- 
tières P, U et V, telles que l’on ait 


1 + pP ce Le F{x)—Vy(x); 
on a d’ailleurs, par hypothèse, 
p(a)hlæ)—F (x) f(e) = 2) 


f(x) ety(x) désignant des fonctions entières, et il vient, 
en multipliant les deux égalités précédentes l’une par 


l’autre, 
Lo læ) (x) —F(x) (a+ PP)= px) LUF (x) — Vy(x)], 


ou 


Lo(æ) +pLP e(x) + Vxl(e)]}=F (x) f(x) +p [PS (x) + U z(r)] |. 


Le polynôme F (x) divise donc algébriquement le pre- 
mier membre de l'égalité précédente. Or, par notre hy- 
pothèse, ce polynôme ne divise point Y(x), et il n’a en 
conséquence aucun facteur commun avec U(x), puisqu'il 
est irréductible; donc il divise la fonction 


p(z)+p[Po(x)+Vx(x)], 
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et l’on a 
—=F(x) f(x) +px(z), 


——— 


g(z 


ou 
pit) =F(x) f(x) (mod. p), 


fi(x) étant une fonction entière. 


Cororraire. — Si la fonction entière F(x), irréduc- 
tible suivant le module premier p, ne divise suivant ce 
module aucune des fonctions Pa(X), Daft), …., On (x), 
elle ne peut diviser la fonction 


le) = plz) px). pu(e)+px(x) 


congrue par rapport à p au produit des fonctions os, 
Po; CCR , Pr - 

Cette proposition se déduit immédiatement du théo- 
rème qu’on vient d'établir. 


femarques sur la décomposition d'une fonction entière 
en facteurs irréductibles. 


343. Siune fonction entière Q(x), non congrue à zéro 
suivant le module p, n’est pas irréductible, elle sera dé- 
composable en Jacteursirréductibles:en d’autres termes, 
on aura 


F(e)F(e) Pix)... Ph i(e)=2g(x)+py(æ), 


F{x), F,(x), .… étant des polynômes à coefficients en- 
tiers, irréductibles suivant le module P; x(x) une fonc- 
tion entière et & le nombre par lequel il faut multiplier 
o(x) pour réduire à l’unité le coefficient de la plus haute 
puissance de x. 

Il résulte du corollaire du théorème précédent que la 
fonction & o(x) n’est décomposable suivant le module P 
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qu’en un seul système de facteurs irréductibles ; car sup- 


posons que l’on ait 
ff. : FF, . .+pyxlx), 


les facteurs F et f'étant supposés irréductibles. Le facteur 
irréductible F divise suivantle module p l’un des facteurs 
du premier membre, f par exemple, d’après le corollaire 
cité, et en conséquence il est congru à ce facteur, puisque 
celui-ci est lui-même irréductible. Remplaçant donc ga 
par F + py(x), notre égalité prendra la forme 


FAf...—=FFRñ...+px(x); 


la fonction y (x) doit être nécessairement divisible par F, 
et, en faisant la division, il vient 


DEN RE EN ON ESS .+pylz). 


En poursuivant ce raisonnement, on voit que les fac- 
teurs F, F,, F2, ... sont respectivement égaux à fe 
frs fer -:. suivant le module p. 


344. Il peut arriver que plusieurs des facteurs 1rré- 
ductibles de la fonction a g(x)=P(x) soient égaux 
entre eux; dans ce cas, la fonction P(x) a un diviseur 
commun avec sa dérivée. Supposons que l’on ait 


xx. Leo (x) +px(x) 


OP ON. désignant des polynômes irréductubles 
suivant le module p et différents entre eux suivant ce 
module. Si l’on prend les dérivées des deux membres de 
cette égalité et qu'on représente par X: la dérivée de X,, 


on aura 
—1 >—1 m—1 ' ? \ 
Rx …X (a X, Ko Xe Xp Hem Xp Xi Xe Km) 


vie) px (x); 
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si aucun des exposants 7,, n°, ..…, 21 n’est un multiple 
de p, le facteur entre parenthèses n’est divisible, suivant 
le module p, par aucun des facteurs irréductibles Xe: 
X2,..., Xm; Car, pour qu'il fût divisible par X,, parexem- 
ple, 1l faudrait que X, divisät l’un des facteurs du pro- 


duit 
» LES SE 


or cela est impossible, puisque X:,X:, ..…, X,, sont irré- 
ductibles et différents de X;, et que le degré de X' est 
inférieur à celui de X,. Le produit des facteurs irréduc- 
übles communs à P(x) et à sa dérivée est donc 


= 13—1 [m1 , 
A à. à sd |e ti u 


c'est le plus grand commun diviseur de ces fonctions, 
suivant le module p; et pour l’obtenir on suivra la règle 
ordinaire ennégligeant dans chaque division les multiples 
de p qui se présenteront, et en ayant soin de ramener à 
l’unité le coefficient du terme le plus élevé de chaque 
reste, avant de prendre celui-ci pour diviseur. 

S1 l’un des exposants, n, par exemple, est multiple 
de p, le facteur X, entrera à la puissance 7, dans le plus 
grand commun diviseur. 

Désignons par V, le produit de ceux des facteurs X,, 
X2,... qui figurent dans P(x) avec un même eXpo- 
sant ?,, par V, le produit de ceux qui ont l'exposant 7», 
et ainsi de suite; on aura 


VE VE VS = b()+py(s), 


et, par un raisonnement identique à celui dont nous 
avons fait usage au n° O0, on prouvera que les: facteurs 
Vi, Vo, Vs, .… peuvent être obtenus au moyen de sim- 
ples divisions algébriques. 


RE  —— dome 


——— 
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Des fonctions entières d’une variable, réduites suivant 
un module prenuer et suivant une fonction entière 


irreductible. 


343. Si l’on divise une fonction entière f(x) par un 
polynôme irréducuble F(x) d’un degré quelconque », 
on obtiendra un quotient Q(x) et un reste qui pourra 
étrereprésenté par f(x) +p 4(x), f(x) étant une fonc- 
tion entière du degré y—1 au plus dans laquelle les coef- 
ficients peuvent être pris, à volonté, entre les limites 


ser: st RAR 
L à PA . On aura ainsi 








zéro et p ou entre — et + 


É(æ)= f(x) +F(æ)ole) +palr), 


f(æ)=f(x)+F(x)y(x) (mod.p). 


La fonction f(x) sera dite la valeur réduite de Sr, 
suivant le module p et suivant la fonction irréduc- 
tible F(x). 


L'expression générale des fonctions réduites est 
f(x) =40+ dr + ar +... + asia", 


chacun des coefficients &5, 4,, .… étant susceptible de 
recevoir p valeurs différentes, par exemple 
OL a sn A DEN), 


la fonction f(x) peut avoir p” valeurs distinctes. Parmi 
ces valeurs il yen a p qui sont indépendantes de la va- 
riable x, ce sont les p nombres 


A GR ae PAS APR D ee à 


Taéorime. — Soient X,, X2, ..., Xn m fonctions 
de x réduites, suivant le module p et suivant la fonc- 
S.— Alg. sup., I. 9 
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tion entière irréductible F(x). Soit aussi 

FIX = A0 XP AT KT LE LR ARENA 
une fonction entière du degré m de la variable X, dans 
laquelle les coefficients sont des fonctions entières de x. 
Si les résultats de la substitution de X,, X:, ..…., X, à X 
dans $(X) sont tous divisibles par F (x), suivant le 
module p, on aura identiquement 


FIX) ET Ao(X — X:) (X DS X2). Fr (X Fer X 20 

+ F(x) p(X, æ) = mi LU à 

2 et y élant des fonctions entieres ad coefficients entiers, 
des deux variables x et X. 


En effet, regardant X,, X°, ..., X,, comme des in- 
déterminées, désignons par f, (X) et R, le quotient et le 
reste de la division de #(X) par X— X,; soient de même 
F: (X) et R, le quotient et le reste de la division def, (X) 
X>, et ainsi de suite; en sorte que En (X)etR} 





par X 
exprimeront le quotient et le reste de la dernière division, 
savoir celle de F,,_, (X) par X — X,,. Les égalités 


donneront, à cause de Pl A) NT 


FIX) = Ri — RifX — Xi) HRUX XX XP" 
(2) : in RD ÉREAR NE LACS RUES 
+ AolX—X;)...(X — X,,), 


et, si l’on remplace X successivement par X,, X:, ..., 


Ù 
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X»,1l viendra 
1 (X:) —= Ki; 
Ra Rae — hs 
3). FX) = Rs + Re(Xs — Xi) + R(X3 — XX) (Xs — X2), 
HR) — R, +R (X, — X;) +... 
| EF PR MES A 
Supposons maintenant que X4, Xo, -.., Xm désignent 
des fonctions entières de x réduites, suivant le module p 
et suivant la fonction irréductible F{x). Si ces fonctions 
sont distinctes, aucune de leurs différences deux à deux 
ne pourra être divisible par F(x), suivant le module p, 
et comme les premiers membres des formules (3) le 
sont, par hypothèse, les polynômes R,, R:, ..., Rh 
seront eux-mêmes divisibles par F(x), suivant le mo- 


dule p. Alors la formule (2) prendra la forme 
DIX AIX = XX — x, 
+F(z)p(X,x)+px(X, x), 


4) 


conformément à l’énoncé du théorème. 

CorozLaire. — Soit F(X)une fonctionentière des deux 
variables X et x, du degré m par rapport à X, et dans 
laquelle le coefficient de X?! n'est pas divisible, suivant 
le module p, par la fonction irréductible F(x); si l’on 
substitue successivement à X les p' fonctions de x re- 
duites suivant Le module p, et suivant la fonction F{x), 
parmi les p’ résultats obtenus il y en aura m au plus 
qui seront divisibles par F(x) suivant le module p. 


En effet, supposons les »2 fonctions de x, 
X:, X>, Carre Zn 
réduites, suivant le module p et suivant la fonction F(x, 


telles que 4 ‘s 
FX), FX), LE nêg FIX») 
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soient divisibles par F(x) suivant le module p. Alors la 
formule (4) aura lieu identiquement, et, si l’on y rem- 
place X par une fonction réduite X,,,, distincte de X,, 
Xi VEN AS A A AD IAUEA 


FE — À, FX GNU Xe (Xe LE CN 
+ F(z)o(z) +px(e). 


Or F(x) ne peut diviser suivant le module p le pro- 
duit des différences Xi — Xs; Xmyi — X», 3; donc 
FX) n'est pas divisible, suivant le module, par le 


polynôme F(x). 


Propriétés fondamentales des polynômes urreductibles 
suivant un module premier. 


346. Taéorëme I. — Zout polynôme F{x) à coeffi- 
cients entiers et du degré v, irréductible suivant le 
module premier p, divise, suivant ce module, la fonc- 


tion XP — x. 
L'expression générale des fonctions entières de x ré- 


duites, suivant le module p et suivant la fonction irré- 
ducuble F(x), est 


f(x)=a+ax+ax +...+a. 2", 


do; di, + -., 4,_, étant des entiers compris entre,zéro 


p —1 p —1 


te + L'une de ces 








etp —1, ouentre — 


fonctions est nulle : nous en ferons abstraction et nous 
désignerons par 


(x) Xis Xos X3, X pY— 


les p'— 1 fonctions réduites différentes de zéro. 
Cela posé, désignons par f(x) une fonction entière 
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de x non divisible par F(x), suivant le module p, et 
considérons les produits des fonctions (1) par EX, 
savoir 


(2) De ie) ee, Lavaflal 


Aucun de ces produits n’est divisible, suivant le mo- 
dule p, par le polynôme irréductible F(x), puisque les 
facteurs qui le composent n’admettent pas ce diviseur : 
la différence de deux termes de la suite (2) ne peut elle- 
même être divisible par F(x), suivant le module p, car 
cette différence est évidemment un terme de la suite (2). 
Si donc on prend les valeurs réduites des produits (2), 
suivant le module p et suivant le polynôme irréductuble 
F(x), ces valeurs seront distinctes et aucune d’elles ne 
sera zéro ; en conséquence, elles coïncideront, abstrac- 
tion faite de l’ordre, avec les termes de la suite (1). Il 
résulte de là qu'il existe entre les fonctions de la suite (2) 
et leurs correspondantes de la suite (1) p’—1 con- 
gruences de la forme 


Xmflx)=Xn+F(x)y(x) (mod. p), 


et si l’on multiplie entre elles toutes ces congruences 
il viendra 


XX Xp (fe) 1] = F(x)g(x) (mod.p), 


o(x) étantune fonction entière. Le produit X, Xo...X pv; 
n’est pas divisible par F(x), suivant le module p; donc 


on à 

Fo1 f(x)-1—1=F{(x)?(x) (mod.p), 
ou, en multipliant par f(x), 

(4) f(x} —f(x)=F(x)9(x) (mod.p). 


Nous avons supposé la foncüon f(x) non divisible par 
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F(x) suivant le module p, mais il est évident que la 
formule (4) subsiste quand f(x) estun multiple de F(x). 

La formule (4) ayant lieu, quelle que soit la fonction 
entière f(x), prenons f{x)= x, il viendra 


(5) a —zx=F(x)o(xr) (mod.p), 
ce qui démontre le théorème énoncé. 
347. LEmMME. — Soient f(x) une fonction entière de 


la variable x,p un nombre premier et n un nombre 
entier quelconque; on a 


Sa) = (Az) + px(x), 
(x) désignant une fonction entière. 


Soit 


: \ c 
DER A NE AT + +... + ar" 


la puissance pif®e de f(x) renfermera d’abord les puis- 
sances p°"® des différents termes; elle renfermera 
en outre d’autres termes contenant certaines puissances 
de plusieurs termes de f(x); le coefficient de l’un quel- 
conque de ces derniers termes aura la forme 


SN 
(1, 2 7 Er Ne 42 


J13 Y2s +, gx étant des nombres inférieurs à p; ce 
coefficient est donc divisible par pet l’on a 


TD Dr pe ri P P p2p L iDe 
LA(x)] + p (x) = af + al ap + as RP +... + a a"; 
mais, par le théorème de Fermat, on a 


a’= a (mod.p); 


/ 


donc 


[f(x )} + p XX) = a; He à ap ee ax"? 
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ou 
f(æ)= (2) + pale), 
x (x) étant une fonction enuère. 


. , . _—1 . . . 
Si l’on écrit x?" au lieu de x, il vient 


fer) = [Far + prix), 


x (x) désignant ici une nouvelle fonction entière. Cela 
posé, admettons que l’on ait 


tte eo x (eh 


en élevant cette égalité à la puissance p, et ayant égard 
à la précédente, il vient 


\ 


fer) = Mr) + prie). 
Donc, si cette dernière égalité a lieu pour une valeur 
de l’exposant », elle a lieu pour la valeur immédiate- 
ment supérieure; d’ailleurs elle a été démontrée pour 
n = 1, donc elle est générale. 


348. Taéorëwe Il. — Une fonction entière F(x) du 
degré v, irréductible suivant Le module prenuer p, ne 
divise la fonction XP* — x, suivant ce méme module, 
que dans le cas où p est un multiple de ». 

Je dis en premier lieu que, si l'on a pr << v, la fonc- 
tion x?—x n’est pas divisible par F(x) suivant le 
module p, c’est-à-dire qu'on ne peut avoir 


(1) ae = E(r)g(2)+pz() 


p(x) et 4 (x) étant des polynômes à coefficients entiers. 
Admettons, en effet, que cette égalité (1) ait heu, et 


posons 


flz)= 4 + me + Qol +... + dy 2, 


M 0110 yétantides entiers quelconques compris entre 
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zéro et p—1. On aura, d’après le lemme qui précède, 


Le) = (ct) + prix), 
41 (x) étant une fonction entière, et si, dans le second 


membre de cette identité, on remplace x?" par la va- 
leur x+F(x)ç{(x) + py(x) tirée de la formule (r}, 
| S PXx 

il est évident que ce second membre prendra la forme 


flx)+ F(æ)#(e) + pW(x) 


® et Ÿ étant des polynômes à coefficients entiers: on 
aura donc 


e) LA)" 7e) =F(2)o(e) + pv(e). 
I résulte de cette formule (2) que si, dans la fonction 
XP 


qui est du degré p#, on remplace X par chacune des p’ 
fonctions réduites suivant le module p; et la fonction 
F(x), on obtient p” résultats qui sont tous divisibles par 
F(x), suivant le module p. Or cela est impossible 
(n° 345) si w<v; donc la formule (1) ne peut avoir 
lieu dans ce cas. 

Je dis, en second lieu, que la formule (1) ne peut 
avoir lieu que si y est divisible par v. En effet, soit qg le 
quotent et r le reste de la division de y par », en sorte 
qu'on ait 

L=vq+r, 
D'après le théorème I (n° 346), F(x) divise, suivant le 
module p, la fonction 
APR — x [ap1 — hs 


et celle-ci divise algebriquement 


2 (xP"1 lose 1) en Ts 
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car l’exposant p'?—1 est un multiple de p’—1. Donc 
xP"— x est divisible, suivant le module p, par F(x). 
Mais, par hypothèse, la fonction xP*— x est elle-même 
divisible par F(x), suivant le module p; donc il en sera 
de même de la différence 


17404 € ELA 


d’après Le lemme du n° 347, cette différence est congrue, 
suivant le module p, à la puissance 


Y 
(x? “he x) DU 


et cette puissance ne peut être divisible par F(x) suI- 
vant le module p, à moins que 


xl” — À 


ne le soit elle-même. Or cela ne peut être, comme on 
l'a vu plus haut, que si r = 0, puisque r est inférieur à ». 


Détermination du nombre des fonctions entières de 
degré y irr -éductibles suivant un module premier p. 


349. Nous sommes actuellement en mesure d'établir 
qu'il existe, dans chaque degré », des fonctions entières 
irréductibles suivant un module premier p; il est même 
facile, comme on va le voir, de déterminer le nombre 
de ces fonctions. 

Considérons la fonction x?°—- x, et supposons-la dé- 
composée en facteurs irréductibles suivant le module 
premier p, de manière qu ’on ait 


Fix) F(x)Flx)...— x — x +py(x), 


Fir)aBtx), F:(x), ... étant des fonctions entières 
irréductibles suivant le module p, ety(x) une fonction 
enuère quelconque. 
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Deux: desfacteuns Rire tite tiens être 
égaux entre eux, puisque la fonction xP°— x n’a aucun 
facteur commun avec sa dérivée. En outre, les dévelop- 
Pements que nous avons présentés plus haut conduisent 
aux Conséquences suivantes : 

1° Toute fonction entière de degré », irréductible sui- 
vant le module premier P; fait partie de la suite En), 
FufehÆatz}hnasse 

2° Le degré de l’une quelconque des fonctions de cette 
suite est égal à y ou un diviseur de ». 

3° Celles des fonctions F (x), Fi), (De 
le degré est un diviseur 4 de » inférieur à y, sont divi- 
seurs, suivant le module p, de la fonction +2° — y. 

Il résulte de là que si l’on divise la fonction æ8°— x, 
suivant le module p, par le produit de toutes les fonctions 
irréductibles qui divisent l’une des fonctions HR SE a 
où x est un diviseur de », on obtiendra un quotient V 
qui sera le produit de toutes les fonctions entières de 
degré », irréductibles suivant le module p: 

Par exemple, si » est un nombre premier, les facteurs 
irréductibles de x?°—x sont tous du degré » ou du 
degré 1; le produit des facteurs du premier degré est 
X(X —1)(x — 2)...(x —p + 1) ou x? — x. On aura 
donc, dans ce cas, 


Ÿ 
This » 


2 





XP — > 
le degré de V estici P—p; par conséquent, le nombre N 
des fonctions entières d’un degré premier y, irréduc- 
tibles suivant un module premier p, est 
à 
= ÿ D, 
Ne air 
v 


Passons maintenant au cas général : soit 


et n 
D 1° La Pa AD 


| 
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Qu» Y2s +. m Étant des nombres premiers inégaux, et 
Ni, No, Pm des entiers positifs quelconques. Pour 
abréger l'écriture, je poserai, quel que soit l’entier à, 
À 3) 
ÆP — #—|)l: 


et Je ferai en outre 


x = (1), 





La 
Ï 
ra 

= 
LS 
F— 
RQ 
< & 
C2 
—— 
RQ 
+. 
= 


v 
AA ——— | ; 
qi 2. ë *{m 


la fonction X, sera ainsi le produit de 


mim—1)...(m—k+3, 





OS Re à 


symboles [ |, etles dénominateurs des arguments de ces 
symboles seront les produits k à À des #2 nombres g1, 
2» +. Im. Cela posé, je dis que l’on aura 


ÉVITE 
ous a 





Concevons que le numérateur et le dénominateur de 
cette expression aient été décomposés en facteurs irré- 
ductibles, et désignons par F(x) l’un de ces facteurs. 
SiF(x)est du degré », il ne figurera que dans X; par 
suite 1} aura l’exposant 1 dans le numérateur de l’expres- 
sion précédente, et le degré zéro dans le dénominateur. 

Supposons que le degré de F(æx) soit inférieur à y: 
quelques-uns des facteurs premiers g entreront dans y au 
moins une fois de plus que dans y; si l’on désigne par 
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J13 Ga» ++, Qs Ces facteurs, dont le nombre s peut se ré- 








duire à 1, le degré y divisera > mais il ne divisera 


Ti2:..qs 
pas le quotient de » par un nouveau facteur g, tel que g:41. 


Le facteur irréductible F(x) figure dans X à la pre- 
mière puissance; cherchons généralement avec quel ex- 
posant 1l se trouve dans X4. Si l’on a X >s, la fonction 
X} ne contient pas le facteur F{x); mais, sil’'onak Lars 
ou À 5, 1l est évident que X}; contiendra autant 
de facteurs égaux à F(x) qu'il y a d'unités dans le 
nombre des combinaisons de s lettres prises Æàk, nombre 
S(8— 4). (sy) 
fa ad: P4 





qui à pour valeur ; par conséquent, 


le numérateur et le dénominateur de l'expression précé- 
Ï P 
dente contiendront le facteur F(x avec des exposants 
P 
qui seront respectivement égaux à 


s(s—1) S(s—1)(s—2)(s—3) 








RS Re — ; SERA 
ar RAA 
el 
$ s(s—1)(s — 2) SE 1). 10 
RE ET 
I Lu As JC de 


Mais ces deux nombres sont égaux, carleur différence est 
évidemment égale à (1 — 1) ou à zéro. Donc le numéra- 
teur de notre expression est divisible, suivant le mo- 
dule p, par le dénominateur, et le quotient de la division 
est bien égal au produit V detoutes les fonctions entières 
de degré », irréductibles suivant le module D. 

Il convient au reste de remarquer que le numérateur 
de l'expression de V est algébriquement divisible par le 
dénominateur; et, pour démontrer ce fait, il suffit de 
reproduire le raisonnement dont nous venons de faire 
usage, en représentant loujours par x un diviseur de y et 
en substituant au polynôme F(x) de degré u l’un des 
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facteurs linéaires qui divisent algébriquement x y, 
mais qui ne divisent pas xP'i— x, pu étant <L. 
Le degré du polynôme V peut être représenté par 


DOTE (ne D pri RAT) 


et, puisque ce polynôme est le produit de toutes les N 
fonctions entières de degré v, irréductibles suivant le 
module p, on aura 


y y y 





| D — pl+ FPE NE ES 
È- PE RO NE EE EP ES ER 
v 
350. On peut conclure de la formule précédente deux 
limites très-simples du nombre N des congruences irré- 
ductibles de degré y, suivant le module premier p. Effec- 
tivement, en partant de la formule 
tlogp _ Élog?p 


Pin bre Æ — +. 
1.2 


PA] 


.) ( +) 1 \ logp 
— — I — .…. als 
qi VE) mn I 
+(-2 Gi 2j EEE 

gi 2 Im} 1-2 





on aura 


té 


DU RES TU ee et NOR a SUR, 0 TE Tee ere 


la caractéristique log exprimant des logarithmes népé- 
riens. 


On conclut d’abord de cette formule 


1\logp 1 \vlog?p 1\»* log” p 
—-|— = | —— nd = +.…., 
N< (: :) É +: à) 102 MATE 1.2.9 
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ou 
PSP 
Ne 
V 
puis 
I I 
{ A VE: 2 ET Ver. 
o{v) f logp »?ylog?p v® v? log p 
N> OR à SEE 
y L Tr 1117985 
LES TES 
y Ÿ 
ou 





2 


Nes AA dom 


VE y 


p(v) désignant la totalité des nombres premiers et infé- 
rieurs à . Chacune des limites que nous venons de 
trouver exprime la valeur de N quand » est un nombre 
premier. 


Sur la décomposition d’une fonction entière donnée, en 
facteurs irréductibles suivant un module premier. 


sie s'agit de décomposer une fonction donnée 
FIX en facteurs irréductibles suivant le module pre- 
mier p, on devra d’abord chercher si cette fonction a des 
diviseurs multiples ; car, si elle en admet, elle sera de la 
forme 
F(x) Vi Ve Vue (mod. p}, 


V;, Va, .… étant des fonctions entières qui n’admettent 
que des facteurs simples et que l’on peut obtenir (n°344) 
par de simples divisions algébriques. 

La question est donc ramenée au cas où F(x) n’a que 
des facteurs simples; alors cette fonction et sa dérivée 
n’ont aucun diviseur commun, suivant le module P: 

Cela posé, on aura le produit des facteurs irréductibles 
du premier degré de f(x) en cherchant le plus grand 
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commun diviseur des polynômes f(x)et xP—x; dési- 
gnons par P, ce plus grand commun diviseur qui peut 
se réduire à l’unité et posons 

div diin) æ \ 

F(x)= P; Fi (x) (mod. p}, 


\ 


f, (x) étant une fonction entière. 

On aura de même le produit des facteurs irréductübles 
du deuxième degré de f(x) ou de $,(x), en cherchant 
le plus grand commun diviseur des polynômes f, Label 
xP°— x, et si P, désigne ce plus grand commun divi- 
seur, lequel peut encore être égal à 1, on aura 


F,(x)= P, (rx) (mod.p}, 


f(x) étant une fonction entière. 

Pareillement, le plus grand commun diviseur P, des 
fonctions ,(x) et xP°— x donnera, s’il ne se réduit pas 
à r, le produit des diviseurs du troisième degré; on aura 


pe) 
S,(x)= P; #,(x) (mod. p), 


et ainsi de suite. Il est évident qu'en continuant ainsi 
on trouvera nécessairement une fonction Fat) qui se 


réduira à l’unité, et l’on aura 


À 


$(x)= P,PoP3.-.Pm, (mod.p). 


Il reste, pour achever la solution, à décomposer cha- 
cun des polynômes P, en facteurs irréductibles du de- 
gré y. Pour cela, la méthode la plus générale consiste à 
effectuer la division du polynôme P, par la fonction 


UE ESF MCTE ne At 72... FA, jTr+ A, 


dans laquelle les coefficients sont indéterminés, et à ex- 
primer que les y termes du reste sont congrus à zéro sui- 
vant le module p. On obtiendra ainsi un système de » 
congruences au moyen desquelles on pourra déterminer 
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les y coefficients A,, A, ..., A. Si uy désigne le degré 
de la fonction P,, ilest évident que le système de con- 
gruences dont il vient d’être question admettra w Sys- 
tèmes de solutions qui répondront respectivement aux p 
polynômes irréductibles de degré » dont le produit est 
égal à P.. 

Le problème dont nous venons de nous occuper com- 
prend comme cas particulier celui qui a pour objet la 
recherche de toutes les fonctions entières de degré », irré- 
ductibles suivant le module p. On tombe effectivement 
sur ce dernier problème, en supposantdans ce qui précède 


f(x) — xl — y, 


Classification des fonctions entières de degré Y LIT'E- 
ductibles suivant le module premier p. 


302. Soit z un diviseur de p’—1, la fonction x*—1 
divisera xP—1— 1 et xP°— x: si donc on la décompose 
en facteurs irréductibles, suivant le module p, en sorte 
qu’on ait 

F2} FR NE VE 2 + py(x), 


x(x) étant une fonction entière, les fonctions F(x), 
F,(x), ... feront partie de la suite des facteurs irréduc- 
tubles de x? — x, et en conséquence leur degré sera égal 
à y ou à un diviseur de ». 

Si F(x) est une fonction entière du degré », irréduc- 
uble suivant le module p, et que z représente le plus petit 
nombre tel que x*— 1 soit divisible par F(x) suivant le 
module p, je dirai que la fonction F(x) appartient à 
l’exposant n. Il est évident que nr est un diviseur de 
p'—1, car F(x) divisant, suivant le module p; les deux 
fonctions xP-1— 1 et x2— 1, elle divisera aussi x— 1 
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si l’on désigne par 8 le plus grand commun diviseur des 
nombres p’— 1 et n, et puisque F(x) appartient à l’ex- 
posant 7, ilest nécessaire que l’on ait 8— n. On voit 
aussi que z doit être un diviseur propre à p’—1, c'est- 
à-dire que 7 ne peut diviser p#— 1 si est y; car s’il 
en était autrement x? — 1 serait un diviseur de xP*-1— 1 
et cette dernière fonction serait par suite divisible par 
F(x) suivant le module p, ce qui est impossible dans 
l'hypothèse de << y. 

Cela posé, nous nous proposons de déterminer le 
nombre des fonctions entières de degré v, irréductibles 
suivant le module premier p, et qui appartiennent à l’ex- 
posant 7 diviseur propre de p’—1. 

Le nombre n étant décomposé en facteurs premiers, 
soit 

n'es q;' HQE qu, 
{13 J2» +. {m Étant des nombres premiers inégaux ; 
posons aussi 


Nix! — 1. 


n L n 
nm = fe ee) Ga ne) ss (za el 
LT 
n 2 n 
X>: === re du) (ea 1) TR Érrere Less 


4 
— (4 fans. , 
Xyn — L PTT Ai 








la fonction Xz; sera, comme on voit, le produit de 


mim—1)...(m—#k+1}) F . 

AT ES fioteurs qui se déduiront de 
AE NL à 

n 

x 


— 1 en prenant pour 0; les produits Æ à k des facteurs 
415 92 +. Qm- S1 l'on désigne enfin par V le produit de 
toutes les fonctions entières de degré y, irréductibles 


S. — Ag, sup., NH. LO 
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suivant le module p, et qui appartiennent à l’expo- 
sant », je dis que l’on aura 


y XX XXe... 
RE 


Pour justifier cette assertion nous emploierons un rai- 
sonnement semblable à celui dont nous avons fait usage 
au n° 349. Les deux termes de l'expression de V étant 
décomposés en facteurs irréductibles, soit F{x) l’un de 
ces facteurs; si la fonction F(x) appartient à l’expo- 
sant », elle ne figurera que dans X ; en conséquence, elle 
aura l’exposant 1 au numérateur de Vet l’exposant zéro 
au dénominateur. S1 la fonction F(x) appartient à un 
exposant miniérieur à 7, m0 divisera les quotients obtenus 
endivisant » par quelques-uns des facteurs g,q1,42,...,4qs 
par exemple; le facteur F{x) figure dans X à la pre- 
mière puissance, il ne figure point dans X4 si l’on 
ak>>s; mais si l’on a k<s, F(x) entrera dans X; avec 
s(s—1)...(s—#+x) 


? 4 \ S 4 
l exposant FN UE PR NN ENTER ROLE , qui est égal au nombre 


des combinaisons de s lettres prises k à k. Il résulte de 


là que, quand on aura simplifié l'expression de V, le fac- 


teur F7) aura l’exposant 


s s(s —1) 


I — — ru 


I 1.2 





ES EE 


et, en conséquence, la fonction V est égale au produit 
de toutes les fonctions irréductibles de degré v, qui ap- 
F \ , ! he - 
partiennent à l’exposant 2; nous désignerons par N le 
nombre de ces fonctions. 
Le degré de la fonction V est 


n n ñn n n 
1 (© +tis2)+( pe +.) 
VE q2 Ym {192 di93 


7 








+ 9 NP INSEE 
142: Im 
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er) 


on aura donc 


ou 


ou 





en désignant par o(n) le nombre des entiers inférieurs 
ànet premiers QUIL 
Si z est un nombre premier, la formule précédente 


se réduit à 


RORERE 
A2 





+ Ni== 


v 


et l’on en tire 
n==vN +1, 


d’où il résulte que tout nombre premier, diviseur propre 
à p’—1, est de la forme Æy +71, ce qui rentre dans un 
théorème dû à Euler. 


393. On voit, par ce qui précède, que les fonctions 
entières de degré y, irréductibles suivant le module p, se 
partagentnaturellement en plusieurs classes, d’après l’ex- 
posant auquel elles appartiennent. L'une de ces classes 
comprend les fonctions qui appartiennent à l’exposant 
p—1 et qui jouent un rôle important dans la théorie 
que nous exposons; On a, par exemple, la propriété re- 
marquable comprise dans le théorème suivant : 


Taéonème. — Si F(x) désigne une fonction de 
degréy, irréductiblesuivant lemodule p, et appartenant 
à l’exposant p’—1, on obtiendra les p'—1 fonctions 
entières de degré y—1 distinctes suivant le module p, 

10. 
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en prenant les restes de la division par F(x) des puis- 
sances 


2 3 MC, | 
MR At AS ru . 


En effet, deux de ces puissances, x”? et x"#", divisées 
par F(x), ne peuvent donner des restes de degrés y—1 
congrus suivant le module p ; car autrement l'expression 


a+  qM Ooùu x" ter A 1) 


serait divisible par F(x) suivant le module p, et il en 
serait de même de x*—1 : or cela estimpossible, puisque 
n est moindre que l’exposant p‘— 1 auquel appartient 


394. J'indiquerai ici une conséquence assez remar- 
quable de la théorie que nous venons d'exposer et qui 
consiste dans la proposition suivante : 


Taéorëme. — Si n est un nombre premier, que a 
soit une racine primitive de n, et que le module p soit de 
la forme a + kn, la fonction 


AT — 7 





VE 


T—I 
sera irréductible suivant le module P: 


En effet, 7 est un nombre premier; ilest d’ailleurs di- 
viseur propre à p#7!— 1, puisque p— kn est une racine 
primitive de 7; donc le nombre des facteurs irréducti- 


; RP é 
bles de V, suivantle module p, est ici égal à Ar | ouàlI. 
HE 
. . D . x" Far I 
ConozLatre. — Si n est prenuer, la fonction ——— 
2 


est ALGÉBRIQUEMENT w'reductible. 


En effet, soit a une racine primitive de 7. L'illustre 
Lejeune-Dirichlet a prouvé que la progression arithmé- 
tique 

a, Aa+n, ad+2n, a+ 3n, 








0 : = 








D 


| 
| 
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renferme une infinité de nombres premiers. Soit 


p=a+éhn 
s . . L'hs FE L( 
l’un de ces nombres premiers; la foncuon LEP est 
== 
irréductible suivant le module p; donc, à plus forte 


raison, elle est irréductible algébriquement. 


Comparaison des fonctions entières irréductibles sui- 
vant le module p, qui appartiennent à des exposants 
formés des mémes facteurs premiers. 


355. Lorsque 7 est divisible par le module p, si l'on 
fait 7 — pn', on aura 


æt—1={(x"—1) (mod.p}, 


en sorte que la fonction x*— 1 est ramenée à LU — 1. 
Nous supposerons que 7 n’est pas divisible par p; alors, 
si l’on désigne par » le plus petit nombre tel, que p’—1 
soit divisible par z, la fonction x*—1 divisera xP°— x 
suivant le module p et chacun de ses facteurs irréduc- 
tibles sera, comme on l’a vu, d’un degré égal à y ou à un 
diviseur de v. Mais ceux de ces facteurs qui appartien- 
nent à l’exposant 7 sont tous du degré v, et nous avons 


p(r) 


vu que leur nombre est égal à ——; 9 ayant la signifi- 


: 
cation habituelle. 

Cela posé, désignons par y le plus petit nombre, tel 
que p*— 1 soit divisible par chacun des facteurs pre- 
miers qui divisent », il est évident que y sera un multiple 
de p; car soit v—=ug+1r; les facteurs premiers de » 
divisent par hypothèse p#2#”— 1 et p#i—r1, qui est un 
multiple de p*— 1; ils divisent, par suite, la différence 
pit p#i où p#4(pr—1). Mais cela est impossible, à 


L 4 
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moins que 7 ne soit nul, puisque r est y; donc on a 


(1) V—qR. 


=! . Br . . 
Soit —— le plus grand commun diviseur des nom- 
a 


bres 7 et p*—1; si l’on fait 


n—= —— 


here 
) d # 


D 


À et d seront premiers entre eux; on aura ensuite 
(3) Den pret 


et, comme le premier membre de cette formule est un 


! ee LE I 4 
nombre entier, À sera un diviseur de des .- En élevant 


p#—1 
à la puissance q l'identité 


Pie AE (PET, 


il vient 


PRE EU JON TUE ARE 
le PT eau MU 1) +... 


(A 
7) qg(a—1).(g—#+1) 
Link 





| + (ph— 1} 1 +... 
expression qui doit être divisible par 2. 

Désignons par 9 un facteur premier de À, et soit 6° la 
plus haute puissance de 8 contenue dans À. Comme 8 
est un diviseur de 7 et, par suite, de p“—1, on voit, par 
la formule (4), qu'il est aussi un diviseur de g; mais Je 
dis en outre que, siôn’est pas égal à 2, chacun des termes 
de l'expression (4) à partir du deuxième renferme une 
puissance plus élevée de 9 que le premier terme. En effet, 
le rapport du terme général au premier terme peut être 


2 
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mis sous la forme d’un produit de trois facteurs, savoir 


— ol {ak MR à EL ls, 
pe Cm NE mnt 0 Fan A TE 
1.2...(#—1) k 








les deux premiers facteurs sont des nombres entiers ; 
quant au troisième facteur, il est supérieur à 


(ke Dr k— ÿ = 
tt se r) où à te ii Gi 





? 





par suite, supérieur à I, quand 0 est =>2, puisque À est 
k1 





au moins égal à 2; la fraction irréductible égale à à 
t 


renferme donc le facteur 9 à son numérateur. Le premier 
membre de la formule (4) étant divisible par 67, par 
hypothèse, 1l faut, d'après ce qui précède, que gq soit 
divisible par 6%. 

Si donc À est un nombre impair, g sera divisible par À. 
Réciproquement, si q est divisible par À, l'expression (4) 
l'est évidemment elle-même, et en conséquence le pre- 
mier membre de la formule (3 )estun nombre entier. On 
voit alors que » étant le plus petit nombre tel, que p'—1 
soit divisible par 7, on doit avoir g = À et, par suite, 


(6) du. 


Examinons s'il y a lieu de modifier cette conclusion 
quand À est pair. D'abord si À est double d’un impair, 
l'expression (4) doit être divisible par 2, ce qui exige 
que g le soit aussi; donc, pour que l'expression (3) soit 
un nombre entier, il est encore nécessaire et suffisant 
que g soit un multiple de X, et la formule (6) subsiste. 

Supposons donc que À soit divisible par une puissance 


de 2 supérieure à la première. Quand on fait— 2, dans 
F1 





l'expression (5), le troisième facteur devient ;iln’est 


jamais inférieur à 1, car k est au moins égal à 2, mais 1l 
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se réduit à 1 pour k — 2, et alors il peut arriver que les 
deux premiers termes de l'expression (4) renferment le 
facteur 2 à la même puissance. Toutefois ce cas ne se 
présentera pas si p#— 1 est divisible par 4, c’est-à-dire 
si p est de la forme 4m + 1, Où Si, p étant de la forme 
4m—1, est un nombre pair. Dans ces deux cas, la 
présence du facteur 2 dans À n’exige aucune modifica- 
on, et la formule (6) subsiste. 

Mais il n’en est plus ainsi, dans le cas qu'il nous reste 
à examiner, savoir celui où p est de la forme 4m—1 et où 
a est un nombre impair, À étant divisible par une puis- 
sance de 2 supérieure à la première ; 1} importe d’exa- 
miner ce cas avec attention. Dans l'hypothèse où nous 
nous plaçons, on a 


PE NE ORNE ae 


{ et s étant des nombres impairs et les exposants ü, 
J étant égaux ou supérieurs à 2. Comme u est impair, 
la première de ces formules donnera 


pi=p/'0 = 1x 


0 étant un nombre impair ; en outre, l'exposant q devant 
être pair, comme on l’a vu plus haut, on aura, en élevant 
la précédente formule à la puissance g, 


Hg — Se — 
= | Fra(a vs 





Pts: 250 I 145 
(7 | CL 
q…(g—k+i) La 
ne (A1) p# Le oui . 
\ l:0) D 10 dal 


le rapport du terme général entre parenthèses au premier 
terme est 


Ft PAS DA re LEE 2i(#—1) 
L:94 «(4 —1) 








; 


1 étant au moins 2, si l’on prend #1, le dernier facteur 





SECTION III. — CHAPITRE III. 193 


de cette expression sera supérieur à 1, etla fraction 1rré- 
ductible qui lui est égale aura un numérateur pair, d’ail- 
leurs les autres facteurs sont entiers, donc le premier des 
termes entre crochets, dans la formule (7), renferme le 
facteur 2 à une puissance moins élevée que les termes suI- 
vants. Alors si l’on désigne par w le plus petit nombre de 
facteurs 2 qu'il faille introduire dans 4 pour que l'expres- 
sion (3) soit entière, on aura 


Mano io es LE, 
SaVOIr w — 1, Si l’on a 
Î <<'ou En 
car il suffit alors que g soit pair;etw = —1+1, sil'ona 
i zè 
D'ailleurs, dans l’un et l’autre cas, g ne doit contenir 
que les seuls facteurs premiers impairs de À; doncona 











À À 
q — F7 ou qq — mu de 

et par suite 

}u 
(8) MT A 
ou 

ke. 
(9) des à 


La formule(8) a lieu dans le cas de 7<{5, et la for- 
mule (9) dans le cas de j > 1; les deux formules coïn- 


cident quand 7 — 1e 


336. Nous allons développer actuellement les consé- 
quences de l'analyse précédente. Considérons d’abord 
le cas où la formule (6) a lieu, et désignons par N le 
nombre des fonctions entières irréductibles du degré » 
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qui appartiennent à l’exposant », on aura (n° 339) 


nel) ol), 


% lu 
ou, à cause de la formule (2), 


1 ph—r g(») 
Frehe d n 








Soit 7’ un nombre contenant tous les facteurs premiers 
de 7 avec des exposants quelconques, mais n’en conte- 
nant pas d’autres, on aura 








, Peel Cu 
et puisque — — est le plus grand commun diviseur de » 
d 
et de p*— 1, on peut prendre 


PROS cru 
ENT 


72 





Rem lacant donc n par cette valeur »/ l'ex ression de N 
5 
devient 


\ 


I PO 


(10) N= | 5 } 


d'oùilrésulte que N représente aussi le nombre des fonc- 





tions irréductibles de degré y qui appartiennent à l’expo- 
P'—1 

d 
Posons, pour abréger, 


sant 


nd. N 


— ZE 


= d'où RE 





et décomposons 2— 1 en facteurs irréductibles suivant 
le module p; soit 


(11) 2 —1=F(x)F(x) Fox)... + py(x). 








! 
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u. est le plus petit nombre tel, que xPr*— 1 soit divisible 
par æx°—1 suivant Île module p; car, s'il en était autre- 
ment et que à divisät p*—1, p étant <[ y, le nombre 
p*—1 renfermerait tous les facteurs premiers de 7, ce 
qui est contre l'hypothèse. Cette remarque nous confirme 
ce fait qui résulte d'ailleurs de notre analyse, savoir, que 
le degré de chaque facteur irréductible de la formule (r1) 
est égal à g ou à un diviseur de y. 

Remplaçons maintenant x par x? dans la formule (11), 


il viendra 

(12) ami F(a Eat) Fe) +. onala 
Soient 

(13) E(z), Filx), +. Enr) 


les N facteurs du degré x de la formule (11), 1l est évi- 
dent que, dans la formule (12), les facteurs du degré 
Au = y seront 


(14) Flat), Frise: Enr. 


OrilyaN fonctions irréductibles du degré v, lesquelles 
divisent x*— 1 suivant lemodule p; donc ces fonctions 
ne sontautre chose que les polynômes (14), ce qui donne 
le théorème suivant : 


Taéonème I. — Si l'on a formé les N fonctions en- 


sières irréductibles de degré p suivant Le module p, qui 
° \ , Pres) 0 » 

appartiennent à L exposant NUS > PUIS que l’on Ÿÿ rem- 

l » x*, À étar ibre premier d 
ptace x pau x”, À etant un nomore pi emier avec & et qui 
ne renferme aucun facteur premier différent de ceux 
par lesquels p*—1 est divisible, on obtiendra les N 
fonctions irréductibles du degré ku, qui appartiennent à 


#— TI 


l’exposant Ve Fe Il faut cependant excepter le cas 
[4 
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où, p étant de la forme 4i—+, u est un nombre impair 
et À un nombre divisible par 4. 


307. Considérons maintenant ce cas d'exception, dans 
lequel p est de la forme 4m—1, un nombre impair et À 
un nombre divisible par 4. Alors l’une des formules (8) 
et (9) a lieu, et si l’on désigne encore par N le nombre 
des fonctions entières irréductibles du degré » qui ap- 
partiennent à l’exposant 7, on aura 


Nr p(r) 
Tomate À 


2 


en nommant À le plus petit des deux nombres ; et}; on 
peut écrire aussi, à cause de la formule (2), 


Nissan AEADI g() 
Gi DRE n 





Comme tous les facteurs premiers de l’un des nombres 


4 


— 


n et Z 





appartiennent aussi à l’autre, on peut encore 


remplacer ici 
ph—1 q{n) 
d ñ 





DE ( £ 
par g (2 } et l'on a 
[4 


RAT: Pat ! 
Nes A1 F 


N à HAE d 
eu est donc le nombre des fonctions irréductibles de 











degré a qui appartient à l'exposant — 


Ph A 
a. 0. 


Nous conservons la formule (11), qui donne la décom- 
12 

position du binôme +°— 1 en facteurs irréductibles, ainsi 

que la formule (12) qu’on en déduit en remplaçant x 
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par x*. Ceux des facteurs F{x), Fi (x), .… qui appartien- 
| nent à un exposant inférieur à 9 donneront, dans la for- 
mule (12), des facteurs correspondants dont les diviseurs 





irréductibles appartiendront à un exposant moindre 
que 7. Donc les facteurs irréductibles de x?— 1 qui 


| ; hu , ; 
appartiennent à l’exposant y — -7= sont nécessairement 
2 


des diviseurs de l’un des 





polynômes 


2h—1 
EST LE mr Fe Las 
<a d L Ko 
qui répondent aux ES facteurs 


Fer Ms en AE 
relatifs à l’exposant 9. Les polynômes dont il s’agit 


2 N 
sont du degré Àu, leur nombre est "0 et le nombre 


+ FE à rer 
des fonctions irréductibles du degré is St N; donc 


chacun de nos polynômes est le produit de 27! facteurs 

. , Q , À A , AAC 

irréductibles du degré Le - De là résulte la proposition 
2 


suivante : 


Taéorëme Il. — Soient p un ombre premier de la 
forme 2it—1, où 1 n'est pas inférieur à 2 et où L est 


B—T te 
un divi- 





un nombre impair; jun nombre impair; 


seur de p*—1; un nombre de la forme 2fs, où j n'est 
pas inférieur à 2 et où s est un nombre impair; enfin 
k le plus petit des nombres i et J. 


. , N + 1 . , . 
Si l’on a formé les —— fonctions entières irreducti- 
3 4 


bles de degré u suivant le module q qui appartiennent à 
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À DK TI à 1 R 
l'exposant =, pus quon y remplace x par x?, le 


nombre À, de la forme indiquée, étant premier avec d 
et ne renfermant que les seuls facteurs premiers qui figu- 


: N ù : 
rent dans p*— x, on obtiendra 5 Jonctions du degré 
ny 


Au, et chacune d'elles sera décomposable en She à À 
teurs irreductibles, ce qui donnera en tout N polynômes 


AA À jé 
irréductibles du degré — 


3908. Désignons par g une racine primitive du nombre 
premier p; les fonctions du premier degré qui appar- 


: —1 jee 
uennent à l’exposant —— seront évidemment LR, 


- Si donc on re- 





æ étant un nombre premier avec £ ". : 
présente ces fonctions par x— g°,. d sera:le plus grand 
commun diviseur des nombres e et p-—1. D'après cela, 
si l’on suppose p —1, dans les énoncés des théorèmes 
et 1, on obtient cette proposition nouvelle, qui a une 
assez grande importance, savoir : 


TaéorÈmMe II. — Sorent g une racine primitive du 
nombre premier p; } un nombre entier qui ne renferme 
aucun facteur premier différent de ceux qui divisent 
P—1; e un nombre entier premier avec À; d le plus 
grand commun diviseur des nombres e et P— 1. 

1° ip est dela forme Âg +1, ou si, p étant de la 
Jorme 4q —1, le nombre À est inpair ou double d’un 
impair, la fonction binôme x*— g° est irréductible sui- 
vant le module p et elle appartient à l'exposant } — . 

2MOL CD et À SONT respectivement des formes 
p==24t—1, À = ais, i et j étant au moins égaux à 2, 





re 
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et 1, s étant des nombres impairs; si, en outre, on désigne 
par k le plus petit des nombres i, j, la fonction binôme 
x}—g° est rédugtible suivant le module p, et elle se dé- 


Lab : +R 
compose en 27! facteurs irréductibles du degré 


A1 
qui, tous, appartiennent à l'exposant À P . 

Ce théorème ‘nous fait connaître, sans aucune excep- 
tion, toutes les fonctions binômes irréductibles suivant le 
module premier p. En effet, la fonction x'—g"* (mod.p) 
ne saurait être irréductible si À et e ont un diviseur 
commun. En outre, si À contient un facteur premier 0 qui 
ne divise pas p—1, la congruence x. pé—=0 (mod. P) 
aura une racine et par suite x — g° admettra suivant le 


module p un diviseur de la forme x—«; il s'ensuit 
1 


que x°—« sera pareillement un diviseur de x'—g*. 


359. Lorsque p estun nombre de la forme 2ft—1 où 1 
est au moins égal à 2 et où € est un nombre impair, il 
n’existe de fonctions binômes irréductibles de degré À, 
ainsi qu'on vient de le voir, que dans le cas où À est 1m- 
pair ou double d’unimpair. Mais, quel que soit le nombre 
pair À, pourvu qu'il ne renferme que les facteurs pre- 
miers par lesquels p—t est divisible, on peut former 
facilement des fonctions trinômes de degré À uréduc- 
tibles suivant le module p. 

En effet, lenombre p étant, par hypothèse, de la forme 


IR" ait--1, , 
et & étant impair, posons 
Ve DEAN, 


le nombre y sera divisible par 2’, car À est pair. Ensuite, 
si g désigne une racine primitive de pet que € soit un 
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nombre premier avec À, la fonction 
LV g° 
LU là \$ ® 
sera, d’après le théorème III (n° 358), décomposable en 


2!71 facteurs irréductibles du degré À. Pour obtenir ces 
facteurs, remarquons d’abord que oi et P—1 ont 2 pour 





sa — I] S 
plus grand commun diviseur et que e et — sont im- 


pairs; il en résulte que l’on pourra toujours trouver 
deux entiers 0 et € tels, que l’on ait 


210— (pi) ep PTT: 


> 2 





alors, g étant racine primitive de p, on aura 


T1 


4 si (4 (mod. p }, 
et la fonction que nous considérons sera 


À 7 211 
L' — $ == LT 


14 920 {mod. P): 
Cela posé, désignons par w et » deux variables; les 


deux fonctions 


p+1 PA pP—1 EE | 


2 2 2 2 


u + Y À 4 AU + y 
seront divisibles algébriquement, la première par 


—! rt —— 
u?" y?" , la seconde par u +, car t et 2 





sont 


des nombres impairs; le produit de ces fonctions peut 
donc être mis sous la forme 


(u + v) (2 + 2) F{u, v), 


f étant un polynôme à coefficients entiers Mais si l’on 


effectue la multiplication des deux mêmes fonctions, on 


trouve le résultat 
p—i 


——— 
4 


(uP + oo?) + {u +v) (uv) ; 


ns 





——_——_ 


ns este 


RE 


ÿ 
j 
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nous savons d’ailleurs que 

Que ur) = (a+ or + pla v)s 
et il estévident que y(u,s) est divisible par u+v, en 
sorte qu’on peut écrire 

(uP+w)—={u+o) — plu + v) fil, v), 

Là étant un polynôme à coefficients entiers. En égalant 
entre elles les deux expressions du produit que nous 


considérons, après avoir supprimé le facteur u+v, on 
obtient l'identité suivante : 


Ve 
G) (ao) (ue) (ut) Flu 0) + pñi(as v) 





où fet f, sont évidemment des polynômes à coefficients 
entiers, fonctions symétriques des variables w et p. 
Remplaçcons maintenant u et y par les deux racines 
de l'équation 
X'—5X;-1-%0, 


où désigne une nouvelle variable; toutes les foncuons 
symétriques entières de u et v, à coefficients entiers, 
deviendront des fonctions entières de £, dans lesquelles 


les coefficients seront encore entiers; la formule (1) 
donnera donc 


= —: ENTRE A4 
(2) Ep —1—E(:)(£)+px(E), 
en posant 
Es) ut" +, 
ou 





eten désignant par 9(£), x(£) des polynômes à coeffi- 
cients entiers. 
S.— Alg. sup., W. 11 
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Maintenant, comme le polynôme E(£) est un divi- 
seur de 


L 


EP Dr — pylE), 


la congruence 
(4) E(£)=0 (mod. p), 


qui est du degré 27!, aura 2/7! racines, et en désignant 
ces racines par 


RP Éai—ts 


on aura 


(5) EE 


Rat 


JY< 


\ 
J 


FAN 


2)... .(E— Ein) Ppolé), 


uw 


1) | 
m(Ë) étant un polynôme à coefficients entiers. 

Les formules (3) et (5) donnent pour E(£) des valeurs 
qui doivent être identiques; si on les égale entre elles, et 
qu'on pose 


mi 


2° UE 2 mt F] 
2 — 
QUE EM RP 


p2 4 


XX 
Il 
Ya 


œo | à 
L--2] 


Lo 
wi > 


ÿ 


il viendra, après avoir chassé les dénominateurs, 


à 
pa 
FUI 
de 
Q 
La 
| 
RS 
Q 
> 
Tan 
Jo 
[==] 
Lu 
SI > 
ve 


) +ph{x); 


D(x) désigne un polynôme à coefficients entiers, et le 
signe ] À exprime le produit des facteurs que représente 


l'expression 
À 
: 


6,2 __ 020 


À 
L'NS 


LI — : 


Jix 


$ - 
quand on prend pour £ chacune des racines de la con- 
gruence (4). Les facteurs dont il s’agit sont précisément 
les fonctions irréductibles que nous voulions trouver. 
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Sur une fonction irréductible du degré p, suivant le 


module p. 


360. La méthode que nous avons exposéeaun°351 pour 
former les fonctions irréducubles n’est guère susceptible 
d’être appliquée; aussi doit-on attacher quelque impor- 
tance aux théorèmes qui précèdent et qui permettent de 
former directement une fonction irréductible de degré À, 
lorsque le nombre À ne renferme que les facteurs pre- 
miers du module diminué de l’unité; on verra effective- 
ment plus loin que la connaissance d’une fonction irré- 
ductible d’un degré quelconque, suivant un module 
premier, suffit pour qu'on puisse former directement 
toutes les autres fonctions irréductibles du même degré. 

Je présenterai encore ici une proposition qui fait con- 
naître une fonction irréductible du degré premuer p, 
suivant le module p. 


Taéorime. — S1 le nombre g n'est pas divisible par 
le nombre premier p, la fonction xP— x — g est irre- 
ductible suivant le module p. 


En effet, soit F{x) un facteur irréductible, suivant le 
module p, de la fonction dont il s’agit. On aura 


2m —g=F(r)y(x) (mod. p), 


o(x) étant un polynôme à coefficients entiers. On tire 
de 


— 
© 


xP=x+g+F(x)olx) (mod.p}, 
et, en élevant les deux membres à la puissance p”7", 


Here = Re OL 5, 
EP x" + g+F{(x)vlr) (mod.p}), 


o(x) désignant encore ici un polynôme à coefficients 
entiers. 


E Lie 
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Faisons successivement m —1, 2, 3, ..., il viendra 





al = + g+F(x) 


x 


D 
l 


ax +g+F(s)y(x) 
)=x +25 + Fe)y(s) | | 


Pal + g + F(ajo(x)=e + 3g + F(x)s (a) 


ee etes “ae See ne tere, 2300 Ge $e) sin S'inteét sl e ei ir INR 


et l’on aura, quel que soit ne, 
2 =x+ mg+F(xr)o(x) (mod.p). 


Supposons maintenant que "1 désigne le degré de WEAR 


alors, F{(x) divisant x?"— x, la formule précédente 
exige que l’on ait 


m 


| 


gS—=0 où m—=o ([mod.p); 


m étant ainsi un multiple de p, on a m — p; par suite 
F(x)ne peut être que la fonction xP— x — g elle-même. 


C lassification des fonctions réduites suivant un module 
premier et suivant une fonction irréductible. 


3061. Soit F(x) une fonction entière irréductible sui- 
vant le module premier p; si l’on pose 


Fiz)=a+ar+ar+...+a 2, 
do; di, +++, &,_, étant des entiers compris entre o et 


— ] D — 
Pier L, OU'eTLTE EE et ne 
2 2 





“; f(x) sera l’expres- 


sion générale des fonctions réduites suivant le module P 
et suivant la fonction irréductible F{x). Le nombre total 
de ces fonctions réduites est p’ et nous avons vu que cha- 
cune d'elles satisfait à la condition 


[f(x] — fix) =F(x)y(z) (mod. P); 
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qui exprime que la fonction 
(x) — f(x) 
est divisible par F(x) suivant le module p. 

Nous nous proposons d'établir ici à l'égard des fonc- 
tions f(x) une classification de tout point semblable à 
celle que nous avons faite pour les nombres entiers dans 
le Chapitre précédent. L'analyse que nous allons déve- 
lopper ne suppose pas le théorème que nous venons de 
rappeler; celui-ci, au contraire, se présentera Comme 
une conséquence de cette analyse. 

Dans ce qui va suivre je ferai usage d’une notation 
particulière qu'il convient, je Crois, d'introduire dans 
la théorie qui nous occupe. Puisque nous écrivons 
A=B (mod. p) pour exprimer que la différence des 
nombres À et B est divisible par p, il semble naturel 
d'admettre la notation 


f(x) =f(x) [mod.p, F(x)] 


pour exprimer que la différence des deux fonctions en- 
tières (x), f(x) est divisible, suivant le module p, par 
la fonction irréductible F(x). Celle-c1 prendra alors le 
nom de fonction modulaire, et je dirai que f(x) et f(x) 
sont congrues suivant le module p et suivant la fonction 
modulaire F (x). Enfin, pour abréger le langage, je don- 
nerai le nom de résidus minima aux fonctions réduites 
suivant le module et suivant la fonction modulaire. 


362. Cela posé, soit X l’une quelconque des p'—1 va- 
leurs de f(x) autres que zéro; nous ferons, dans ce qui va 
suivre, abstraction de la valeur zéro. Les résidus minima 


des termes de la suite 


LE CD PS SEE 


seront aussi des valeurs de f(x). Mais, parce que f (x) 


nn ? “ 
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n'a que p’—1 valeurs distinctes, il faut que quelques- 
unes de ces valeurs se trouvent reproduites une infinité 
de fois dans la série des puissances de X. Supposons que 
l’on ait 
X"+#=X2" [mod. P> E(z)]; 
ou 
X®(X"—1)=o [mod.p, F(x); 


Comme X/ ne peut être divisible par F(x), suivant le 
module p, il faut que l’on ait 
X°= 1. [mod. p, F(x)]}; 


et, par suite, 





Ale AU ti de 0 MO FEAT IR 


Il y a donc une infinité de puissances de X congrues à 
l'unité. Soit » le plus petit nombre tel, que l’on ait 


X'=1 [mod.p, F{x)], 


on aura ces nr valeurs de rs) dont les résidus minima 
seront distincts, savoir 


(1) 1, AT AT NP DE Te 


Si l’on a p°—1= 7, la suite (1), ou celle de ses résidus 
minima, comprendra toutes les valeurs de FAR 

S1 l’on a p’—1 >> 7, soit X, l’une des valeurs de f(x) 
qui ne sont pas comprises parmi les résidus minima de 
la suite (1); en multipliant les fonctions (1) par X,, on 
obtient les nouvelles fonctions 


(2) LH ARE NX ITA MEIER 


dont les résidus minima sont distincts: car soient »’ et n/ 
deux nombres inférieurs à 2; si l’on avait 


XX, —X#X;=o [mod.p, F{x)] 


comme X, ne peut être divisible par F(x), suivant le 
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module p, on aurait 
XX Xw/—0 [mod. p, F(x)}, 


ce qui est contre l'hypothèse. En outre, les quantités (2) 
sont distinctes de (1); car si l'on avait, par exemple, 


XUX,=X" [mod.p, F(x)], 
. SNA T Pet 
on aurait, en multipliant par X° Re 
> CN VE — D Cosisf on Xe Rasa) mod. p, F(x)|, 


ce qui est encore contraire à l'hypothèse. 

Il résulte de là que p’—1 est égal ou supérieur à 272. 
Si p—1 est >>2n, soit X, une valeur de f(x) non 
comprise parmi les résidus minima des suites (Het (a). 
En multipliant les fonctions (1) par X>, on obtient les 


nouvelles fonctions 
(3) HN a NN XX 


Le raisonnement que nous venons de faire. prouve que 
les résidus minima de ces fonctions (3) sont différents 
entre eux et distincts des résidus fournis par la suite (1); 
ilest aisé de voir qu'ils sont aussi distincts des résidus 
de la suite (2); car si l'on avait, par exemple, 


XUX,—=X""X, [mod.p, F{x)|, 
en mulüphant par X*7#" il viendrait 


1 +7 ! / 
Le KA AE xA ou Xe ir X: [mod. P) F(x)|, 


ce qui est contre l'hypothèse. 

Il résulte de là que p’—1 est égal ou supérieur à Dre, 
en poursuivant ce raisonnement, on voit que p'—1 est 
nécessairement un multiple de 7. 

Si n est le plus peut nombre tel, que l’on ait 


Xi=1 [mod.p, F(x)] 
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je dirai que la fonction X appartient à l’exposant n, 
suivant le module p et la Jonction modulaire F (Lie 
nombre 7 étant un diviseur de Pp'—1, la précédente con- 
gruence entraîne 


X° 70. Pmod.p, F(x)], 


ce qui fournit une nouvelle démonstration du théorème 
démontré au n° 346. 


303. THéorime 1. — La fonction F(x), irréductible 
suivant le module p, étant du degré y et n désignant un 
diviseur quelconque de p'—1, il y a autant de fonc- 
tions réduites qui appartiennent à L "exposant n, suivant 
le double module [P; F(x)}, qu'il y a d'unités dans le 
nombre o(n) qui exprime la totalité des nombres pre- 
mers el non supérieurs à n. 


La démonstration de ce théorème est identique à celle 
dont nous avons fait usage au n° 306, en nous occupant 
de la classification des nombres entiers relativement à un 
module premier. Nous la reproduirons cependant, à cause 
de l'importance du sujet. 

Supposons qu'il existe une fonction X, appartenant à 
l’exposant 2; les résidus minima des fonctions 
(1) Liens 4 208 NOTE 


seront distincts ; d’ailleurs, si e désigne l’un quelconque 
des nombres 
I, 2; 9, .….., (72 — 1), 


la congruence 
XF 1 mode, F1 


entraînera 


(2) MEL aout (Xe) let [mod, p, F{x)], 








ms 
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d'où il résulte que, si l’on substitue chacune des n fonc- 
tions (1) à X dans la fonction 


[ n 
> ls 


on obtiendra 7 résultats qui seront divisibles par F(x) 


suivant le module p; donc, d’après la proposition du 


n° 345, il n’existe aucune fonction réduite autre que les 
résidus des fonctions (1) dont la puissance nième soit divi- 
sible par F(x) suivant le module p. 

Désignons maintenant par 71 l'exposant auquel appar- 
tient X°, c’est-à-dire le plus petit nombre tel, que l’on ait 


(3) (xe}"= Xmeær . [mod.p, F(x)]. 


La congruence (2) exige que 7 soil un multiple de mm; 
inversement, comme X, appartient à l'exposant z, la con- 
gruence (3) exige que ne soit un multiple de 7, et, par 
suite, que 2 soit divisible par x, lorsque e est premier à 7. 
Donc on a m— n, dans cette hypothèse; ainsi À ap- 
partient à l’exposant 7 lorsque e est premier à 7. Mais, 
si 2 et e ont un diviseur commun ÿ => 1, On aura 


xei— (x) =1 [mod.p, tai] 


et, par conséquent, X° n'appartient pas à l’exposant 7. 
Si donc il existe des fonctions réduites appartenant à 
l'exposant 7, le nombre de ces fonctions est égal ào(n), 
o(n) indiquant, comme à l'ordinaire, combien il y a de 
nombres premiers et non supérieurs à 72. 

Cela posé, toute fonction réduite appartient à un expo- 


sant qui est l’un des diviseurs 


dd vdi: 


de p'—1.Si donc on nomme Ÿ(#) le nombre des fonc- 
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tions réduites qui appartiennent à l’exposant 72, on aura 
#(2) + ÿ(a) + ÿfa") +, 

et, par suite, 

vd) +ÿ(d) + (2) +... o(d) +o(d) + o(d) +. 


Mais, d'après ce qu’on a vu plus haut, on a 





ÿ(n)=$(n) où ÿ{r) —o; 
le dernier cas ne saurait jamais avoir lieu, à cause de 
l'égalité qui précède; donc on a 
Y(r)=y(r). 


CoroLzzaire. — Ÿl y a p(p’—1) fonctions réduites 
qui appartiennent à l’exposant p'—1, suivant Le mo- 
dule p et la fonction modulaire Fri 


9304. THéorëme II. — Si deux fonctions réduites X,, 
X, appartiennent, relativement au module p et à la 
fonction modulaire F(x), à des exposants n,, m pre- 
miers entre eux, le résidu minimum du produit X, X: 
appartiendra à l'exposant n, n. 


En effet, soit s un exposant tel, que 
(x) (Ki X2) = XSXI=1 [mod.p, F{x)] 
on aura, par l'élévation à la puissance 7, 
XXe: mod, DR la 


et,puisqueX, appartient à l’exposantr,, cette congruence 
se réduit à 


(2) XF, mod. pare) 


La congruence (2) montre que sn, est un multiple 
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| de 72; mais 7, et 72 sont premiers entre eux, donc s est 
| divisible par 7. D'ailleurs », est l’un quelconque des 
nombres 721,4, 72, par suites est divisible par 2, et par >; 
il l’est donc également par le produit 7,732. 

| Enfin la congruence (r) étant satisfaite quand on prend 
| S=— Niño, On Voit que 7372 Est effectivement l’exposant 


auquel appartient le produit X, X2. 


Corozzame I. — Si les fonctions réduites X:, à GER 
X; appartiennent, relativement au module p et à la 
fonction modulaire F(x), à des exposants ni, Ra, ..., 7: 
| qui soient premiers entre eux, deux à deux, le résidu 
| minimum de la fonction X, X:... X; appartiendra à 





l’exposant nins ... ni. 





CorozrAine II. — Si le nombre p'—1.est égal à 
Ar pet lé RRE étant des nombres premiers LImpairs 
inégaux, et st Xo, +R, CE PTE des fonctions 


5 
réduites appartenant respectivement aux exposants n°, 
q',r*, .., le produit X5 X,X:..., ou son résidu mint- 


. ] ? \ 
MIUNL, appartiendra à L exposant  émnat 


Des congruences suivant un module premier el suivant 
une fonction modulaire. 


365. Soit F(X) une fonction entière de la variable X, 
dans laquelle les coefficients des puissances de X soient 
des nombres entiers ou des fonctions entières de la va- 
riablè x, prises suivant le module p et suivant la fonction 
irréductible F(x) d’un degré quelconque v. Je dirai que 


la valeur 
x = f(x) 


est une racine de la congruence 


S(X}=0o [mod.p, F(zx)], 
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si, après la substitution de f(x) à X, la fonction F(X) 
est divisible par F{x), suivant le module P: 

Le corollaire du théorème démontré au n° 343 peut 
alors être énoncé comme il suit : 


Une congruence du degré m, suivant un module pr'e- 
mier et suivant une fonction irréductible, a au plus au- 
tant de racines qu'il y a d'unités dans son degré. 


306. Taéorkme I. — Soient F(x) et f(x) deux fonc- 
tions irréductibles suivant le module P, la première du 
degré y, la deuxième d’un degré égal à y ou à un divi- 
seur de y. La congruence 


F(X)=0o [mod. p, F(x)] 
a précisément autant de racines qu'il Y à d'unités dans 
son degré. 


En effet, le degré de F(X) étant un diviseur de Y, 
on a * 
XP —X= SX) (X) + py(X), 





f, (X)ety (X ) étant des polynômes à coefficients entiers. 
D'un autre côté, la congruence 


XP XE=0 [mod. p, F(x)] 


a pour racines les p» fonctions réduites de X, ZÉTO COmM- 
pris; d’ailleurs chacune des racines de cette congruence 
appartient à l’une ou à l’autre des deux 


\ 


Se FRE 0 [mod. p, F{x)], 


et si l’une d’elles avait moins de racines qu'il n’y a 
d'unités dans son degré, il faudrait que l’autre en eût 
plus qu'il n’y a d'unités dans le sien, ce qui est impos- 
sible. Le théorème énoncé est donc établi. 
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367. Taéonkme II. — Si D(X) est un polynôme du 
degré m dont les coefficients soient des nombres entiers. 
et dans lequel le coefficient de X”' ne se réduise pas à 
zéro, suivant le module p, on pourra trouver une fonc- 
tion irréductible F(x) suivant le module p telle, que la 
congruence 

b(X\=o [mod.p, F(x)] 
ait m r'acines. 


En effet, décomposons le polynôme (X) en facteurs 
irréductibles suivant le module p; soit 


P(X)=%(X)%(X)%#,(X)... ([mod.p}), 


et désignons par 71, 2», N3, --. les nombres inégaux 
par lesquels on peut exprimer les degrés des polynômes 
irréductibles D,, P,, .... Chacun de ces facteurs divi- 
sera, suivant le module p, l’une des fonctions 


ETES CNT A ES RATES 


si donc » désigne le plus petit nombre divisible à la fois 
par 2, 7, ..., les mêmes polynômes diviseront aussi 


XP —%X. 


Par conséquent, si l’on prend une fonction irréduc- 
tible F(x) de degré v, chacune des congruences 


CHPSEET 

\ — 
%(X)=0 [mod. p, F(x)] 
P, (X) = O0 


a Se S'iels 0er 


aura (n° 366) autant de racines qu'il y a d'unités dans 
son degré, et il s'ensuit que la proposée aura elle-même 
autant de racines égales ou inégales qu'il y a d'unités 
dans son degré. 
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Propriétés des racines d'une congruence dont le premier 
membre est une fonction irréductible de degré égal 
au degré de la fonction modulaire ou égal à un sous- 
multiple de ce degré. 


368. Téorkme. — Si F{x) et f(x) sont deux fonc- 
tions entières irréductibles suivant le module p, la pre- 
mière du degré v, la seconde d'un degré u égal à y ou 
à un sous-multiple de y; si en outre X, désigne l’une 
quelconque des racines de la congruence 


(1) FIX) =" [mod. p, F(x)], 


les racines de cette congruence seront les résidus minima 
des puissances 


/ 2 > — 1 
Fa) CAO CAP € PEAU PE. à NE 


En effet, on a (n° 347) 











er 21 RUE f TU | 
(RE) = (X N°" (mod. p) 

et puisque X, satisfait à la congruence (1), on aura 
FS(X/"}=o [mod.p, F{x)]; 


donc chacune des puissances (2) ou son résidu minimum 
est racine dela proposée. Ilreste à prouver que les résidus 
de ces puissances sont distincts. Si l’on avait 


XPTE X," [mod. p, F(#)], 
Me. ET 
il s’ensuivrait 


L 


XP [XP 1]=0o [mod. p, F.x)] 
puis 
KE NE 1E0 (MO PEER 


L’exposant auquel appartient X, est donc un diviseur 
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de p”(p*— 1) et, par suite, un diviseur de p?—1, car cet 
exposant ne renferme pas le facteur p; on a en consé- 
quence 


X?"—1=o [mod.p, F{x)]. 


Mais cela est impossible, puisque #7 est y, donc les 
résidus des puissances (2) sont distincts. 


Corozzaire. — Si F{x) designe une fonction irré- 
‘ductible du degré v suivant le module premier p, la 
congruence | 
ù F(X)=o [mod.p, F(x)] 


a pour racines. les résidus minima des y puissances 


2 VE 
] ) 
ALP OP ve de TE ae 


Des racines primitives de la congruence 
XP=1—_ 120, [mod.p, F{x)|. 


369. Quelle que soit la fonction entière F{x) de de- 
eré y, irréductible suivant le module premier p, parmi 
les p’— 1 racines de la congruence 


(1) XPi—1—0 [Imod.p, Fix)| 


il y en a o(p’—1) qui appartiennent (n° 363) à l’expo- 
sant p’— 1; nous les nommerons racines primitives. 

Si X désigne l’une quelconque des racines primitives, 
les racines de la précédente congruence seront les résidus 
minima des puissances | 


ec BEA 
X, AS ut L1 . . XP 1, 
Le nombre p’—1 étant décomposé en un produit 


otq*r*... de facteurs premiers, pour avoir une racine 
primitive de la congruence (1), il suffira, d’après le co- 
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rollaire IT du n° 364, de former les congruences 
(2) X°=1=0, XV —1=0 X -1—0. [008 RS 


et de chercher des racines de ces congruences qui appar- 
tiennent respectivement aux exposants 2*, g", 1°, .... 
Ces dernières racines peuvent être nommées primitives à 
l'égard de celles des congruences (2) auxquelles elles se 
rapportent. 

S1 la fonction modulaire F{x) est choisie parmi les 
fonctions irréductibles du degré ÿ qui appartiennent à 
l’exposant p’—71, il est évident que les p’—1 racines 
de la congruence (1) seront les résidus des puissances 
La OT ie NE CR RASE 
car x est, dans ce cas, une racine primitive de la con- 
gruence. 


310. Lorsque l’on connaît une fonction irréductible 





F(x) de degré », relativement au module p, et qu’on a 
obtenu, au moyen de cette fonction, une racine primi- | 
tive de la congruence 


(1) XP—1—1=0o [mod.p, F(x)]|, 


on peut trouver facilement toutes les fonctions irréduc- 
uübles dont le degré est égal à y ou à un diviseur de v. En 
d’autres termes, on peut effectuer la décomposition de la 
fonction | 

GEL D Qu XP EX 


en facteurs irréductibles suivant le module p. 

En effet, soit X, une racine primitive de la con- 
gruence (1); toute puissance X® sera racine d’une con- 
gruence telle que 


(21 FERYES 0 [mod. p, F{x)], 


SECTION 1IIl, — CHAPITRE III. 177 


F(X) étant une fonction irréductible suivant le module p, 
dont le degré u est égal à y ou à un diviseur de ». Alors 
les racines de la congruence (2) seront (n° 368) 


(3) st TM CNE Ke ae 

et, comme on doit avoir 

(4), XPÆXxe où Xe"); / [mod.p, F{zx)], 

l'exposant e(p*— 1) sera un multiple de p’— +1. Posons 
DT, 


et supposons que 71 soit le plus grand commun diviseur 
des nombres e et p’—1; la condition pour que la con- 
gruence (4) ait lieu se réduira à celle de la divisibilité 
de p*— 1 par 7. Mais, pour que les fonctions (3) soient 
effectivement distinctes, il faut en outre que psoit le plus 
petit nombre tel, que p#— 1 soit divisible par ». 

Le degré y de la congruence (2) étant ainsi déterminé, 
on aura identiquement (n° 345) 


F(X)=(X—X:)(X— XP)... (X — XP) [mod. p, F{x)], 


et, après avoir effectué le produit des binômes contenus 
dans le second membre de cette formule, on aura une 
expression de F(X) de laquelle la variable x aura disparu. 

On pourra former de cette manière toutes les fonctions 


_irréductibles dans lesquelles la fonction NX peul 


être décomposée. 
Si l’on désigne par À l’exposant auquel appartient X°, 
on aura 
XY=1 [mod.p, F{x))], 


d'où il résulte que ke est divisible par p’— 1 — mn, et 
que, par suite, # est un multiple de 7; mais comme la 
S. — Alg. sup., I. 12 
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congruence précédente est satisfaite par À =n, on voit 
que Xf appartient à l’exposant 7. 

Je dis en outre que la fonction irréductible FX) ap- 
partient à l’exposant 7. En effet, désignons par F,(X) 
et P(X) le quotient et le reste de la division de X7 —: 
par S(X) suivant le module p, on aura 


xn—1= (x) SX) + 2(X) + px(X), 
x étant une fonction entière. Cela posé, les congruences 
X—1= 0) X) = 0 4 fmod#n Pen 


admettent les y racines qui forment la suite (3); donc ces 
racines appartiendront aussi à la congruence 


P(X)=0 [mod. p, F(x)], 


etcomme celle-cine peut être d’un degré supérieur à —1, 
elle est nécessairement identique et l’on a 


d(X)=0o ({mod.p), 
d’où 
A dl 


1 (X)É (X)+px(X), 


ce qui exprime la proposition énoncée. 


371. D'après ce que nous venons de voir, si l’on veut 
former toutes les fonctions irréductibles du degré y qui 
appartiennent à l’exposant 7, diviseur propre de p’—1, 


on posera 
PL MT: 


et l’on prendra ensuite pour € l’un quelconque des mul- 
tiples de m premiers an. L'expression générale des fonc- 
tions demandées sera 


FIX) EUX 2 XX RNU(X IX PE) PROPRES 








| 
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Si l’on veut avoir les fonctions irréductibles qui appar- 
tiennent à l’exposant p’— 1 et auxquelles répondent les 
racines primitives, On fera m—1,n—p—1, en sorte 
qu'il suffira de prendre pour e, dans la formule précé- 
dente, tous les nombres premiers à p’— 1 et à p. 


Du point de vue sous lequel Galois a envisage Les 
congruences suivant un module premier et une fonc- 
tion modulaire. 


372. Dans la théorie des congruences ordinaires, on 
traite comme s'ils étaient nuls tous les nombres divisibles 
par le module. Et de même, dans l'analyse qui se rap- 
porte aux congruences de la forme 


F(X, r)=0o [mod.p, F(x)], 


on opère comme si les multiples de F{x) s’évanouissaient. 
Or il y a ici une indéterminée x qu’on peut faire servir 
naturellement à l’évanouissement des multiples de F(x): 
il suffit effectivement de convenir que cette indétermi- 
née x est une racine imaginaire de la congruence irré- 
ductible 

F(r)=o (mod.p). 


Ainsi peuvent s’introduire dans l'analyse de nouvelles 
imaginaires dont l’emploi offre certains avantages, bien 
qu'il ne soit pas indispensable. Cette conception est 
entièrement due à Galois, qui l’a exposée succinctement 
dans le Bulletin des Sciences mathématiques de Fe- 


russac (t. XIIT, p. 398) (!). 


(*) L'article publié par Galois en 1830 dans le Bulletin de Férussac a 
été réimprimé ensuite avec ses autres Mémoires dans le tome XI du 
Journal de Mathématiques pures et appliquées. 
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La théorie que nous avons développée nous donne, au 
point de vue de Galois, les propositions suivantes : 


THÉORÈEME I. — Sri désigne une racine imaginaire de 
la congruence irréductible de degré v, 


Fir}=o (mod.p) 
une congruence non identique de degré m, 
p(x)=0o (mod.p) 
ne peut avoir plus de m racines distinctes de la forme 
do + di A+... + a, ii, 
OÙ Go, &i,-.., @,_, désignent des entiers inférieurs à P« 
Taéonime Il. — Za congruence 
x — x=0o (mod. P) 
admet toutes Les p' racines de la forme 
A+ di+ a+... + a iii, 
: désignant une racine de la congruence irréductible 
F(x) —=0 (mod.p), 
de degré ». 
Taéorème III. — Za congruence irréductible 
‘ F(z)=0o (mod.p) 


de degré y admet y racines qui peuvent étre r'epr'ésen- 
tées par 


. ) :n? 1) 
Me À ét an. LES ip AUTRE 


Taéorime IV. — Une congruence quelconque non 
identique a autant de racines égales ou inégales qu'il 
y à d'unités dans son degré; toutes ces racines sont des 
fonctions entières d'une méme racine imaginaire d’une 
congruence irréductible. 


DEEE «7 


ETRE Tete 


PTS TS I ES = RS ES 
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Taéorime V. — La concruence 


O 


xP-1—1=o (mod.p) 


admet des racines primitives; chacune de celles-ci est 
racine d'une congruence irréductible de degré y, et ses 
puissances fournissent toutes les racines de la con- 
gruence proposée. 
+ “4 , Pere De. Œ ln 
Taéonème VI. — Si l’on a p—1—=4qg#q#...q", 
J13 Y2 .., qm tant des nombres premiers incgaux 
CL y, Lo, ce) Um des entiers quelconques, et que T1, 
Ta, -.., lm désignent des racines primitives pour les 


congruences respectives, 


% 


qg°1 En n 


to di 1== 0/0. mm 10 ‘[mod.p\ 
’ ; és 


le produit r,r: ...rm sera une racine primitive de la 
congruence 
Di 2284 —— \ 
xl 1=0 (mod.p}. 


Application de la théorie précédente au cas du 


module 7. 


313. Ilne sera pas inutile d'examiner quelques-uns 
des cas d’un module particulier. Je choisirai à cet effet le 
module 7, qui a à pour racine primitive, et Je prendrai 
les résidus suivant ce module, entre les limites —3 et 
+ 3. 


2 À 
De la congruence x '—1= (mod. 7). — Le théo- 
rème du n° 358 nous donne immédiatement les trois 
fonctions irréductibles du deuxième degré 


Nous plaçant ici au point de vue de Galois, cherchons 


182 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 

une racine primitive de la congruence 

(1) al —i=o où x—1—=0, 

en partant de la racine z de la congruence irréductible 
(2) x +1Æ=0 (mod.7). 

À cet effet, come 48 — 21% 3, il nous faut connaître 
une racine primitive des deux 

(3) —1Æ=0, 2—1=0 |{mod. 7). 

La première de ces congruences à 2 pour racine primi- 


tive, et les racines primitives de la deuxième appar- 
tiennent à 


(4) LTÉE 0) (mod:7} 
laquelle, à cause de 2 =— 1, se décompose en deux 
autres, Savoir : 
& —i=0, x'+i=o (mod. n). 
Considérons la première 
Æri=0 (mod. 7) 


et posons 
7 Aer do — di ë, 
il viendra 


ai Sas ai — aiar— 3aas Ë + ati (mod. 7), 
et, en réduisant à l’aide de 2 =—1, 


(ai + a? a? +ai)+(—3aa+3aai—i)i=o (mod. 9), 


d’où 

4 2 2 es 3 Ps 
HA HA =0, —3aia+3apai —1=0 (mod. 7). 
On satisfait à ces congruences en posant 3 


Up — 2, A —= — 3; 


donc la deuxième des congruences (3) a la racine primi- 
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tive 2—3i; par suite la proposée a la racine primitive 
(5) æ—2X(2—3i)=—3+i (mod. 7). 

En élévant au carré, il viendra 
(6) x =2+i+i = ii, 
et, en éliminant z entre (5)et (6), 
D Lo 30; Q(mod.7l! 
Telle est la congruence irréductible dont dépend la 


racine primitive demandée. Si l’on représente par 1 cette 
racine, les 48 racines de la congruence (1) seront les va- 


leurs des puissances 


réduites par le moyen de la congruence 


Aer de 0, AiMOd. 7): 


374. De la congruence x? 1 __1=0 (mod. 7). 


Le théorème du n° 358 indique, pour le module 7, l’exis- 


tence des quatre fonctions irréductibles du troisième 


degré 
duo Uri=13, x + 3, x + 2. 
Nous désignerons par & une racine de la congruence 
B—=2 (mod.r7), 
et alors les racines de la proposée seront de la forme 
dy + di + a. 
Cherchons une racine primitive de la congruence pro- 
posée qui est 
(x) 210 où x%1—1=0 (mod. 7). 


Il suffit pour cela d’avoir une racine primitive de chacune 


des trois suivantes : 


QE: 0, m—1=0, s°—1=0 (mod.7). 
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La racine primitive de la première des congruences (2) 
est — 1; la deuxième de ces congruences (2) peut se 
mettre sous la forme 


(x? — 1) (x? — 2) (x + 3) =0 (mod. 7), 


et ses racines primitives sont les racines des deux con- 
gruences 


a 


2, æ=—3 (mod.7); 





3 
ZT 


Il 


donc z est racine primitive de la deuxième des con- 
gruences (2). Il reste à trouver une racine de x!°—: = 0; 
ou plutôt de 


æÆ tt 
Ruts es0 (mod. ñ ). 


Examinons si l'on peut satisfaire à cette congruence 
en posant simplement x —as+aii au lieu de 
do + &ii + &i?; nous devrons avoir 

(a +aæi)= (mod. 7), 
ce qui, en développant par la formule du binôme, et ré- 
duisant les puissances de &s, a, eti par les formules 
a et) ait Pie (mod. 7) 
se réduit à 
B[ay— af at (at at +aïa)#læi, 
d’où, en séparant, 


4 D ue 5 u 2 L'EST = 
34 — 3ajai=1, aa? +a' a =o. 


Ces deux dernières conditions sont satisfaites en posant 
do — — 1, D =: 

Donc — 1 +57 est une racine primitive de la troisième 

des congruences (2). Le produit des trois quantités 


= 1h PÉ LAHE, 
qui est 


i#) 





Rens 


a — à de —- 


Co CE 


| 
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sera donc une racine primitive de la congruence proposée 
x —1=0 (mod.7): 


par conséquent, celte expression Jouit de la propriété 
qu’en l’élevant à toutes les puissances on obtiendra 7—1 
expressions différentes et de la forme 
dj + di + a. 
Si l’on veut connaître la congruence irréductible dont 
dépend la racine que nous venons de trouver, il faudra 
éliminer : entre 


r—mi-À et Ê=2 (mod, 7). 


En élevant la valeur de x au cube, puis réduisant les 
exposants de à, 1l vient 
xi——2+i—à (mod. mis 
d’où 
—x+2=0 (mod. 7). 


Il sera convenable de prendre pour base des imagi- 
naires et de représenter par 1 la racine de cette con- 
gruence, en sorte que l’on aura 


= i+2=-0 mod. 1}, 
et l’on obtiendra toutes les imaginaires de la forme 
do + &ii + At 


en élevant 1 à toutes les puissances et réduisant par la 
précédente congruence. 


375. De la congruence MC t1=-0 (odisr E 
Le théorème du n° 334 nous fait connaître une fonction 
irréductible du quatrième degré, suivant le module 7, 
savOIr : 


x — 1 : 
ou 2H <a +r+i; 





15 mn ( 
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effectivement le module 7 est racine primitive pour le 
nombre premier 5. En outre, d’après le théorème dé- 
montré au n°358, chacune des trois fonctions binômes 


est décomposable suivant le module 7 en quatre facteurs 
irréductibles du quatrième degré. On trouve par l’analyse 
du n° 359 que ces facteurs sont respectivement 


A D Ts LT F2T— 0, at 243 
ae LA nb DO x 02 a — 143, 
at + 3x2 1, Le IDTT 0, at +221 3! 
L'— 3x Er, at — 3x? 0, dt — 2x? + 3. 


Nous désignerons par à une racine de la congruence 
(1) Ë+3F—2=0 (mod.7), 


et nous chercherons une racine primitive de la con- 
gruence 


(2) xl 10 où 2400 1=0  {mod. nm). 


Comme 2400 = 25,3,52— 35 3 > 25, il nous faut. 
connaître une racine primitive de chacune des trois con- 


gruences 
(3) 2x—1=0, 10, 210 (mod. 7). 


Or la congruence (1) donne 


| 9 — 3; 
(4) Ë =I1+3# } (mod.7) 
LES 9 
et, par suite, 
(EG Les (ns (mod. 7). 


I résulte de là que à? est une racine primitive de la pre- 
mière des congruences (3); la deuxième congruence (3) 
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admet 2 comme racine primitive ; il reste donc à con- 
naître une racine primitive de la troisième 


25 


x=1 (mod. 7); 








essayons d'y satisfaire en posant 
x = ai + bë; 


en substituant cette valeur, réduisant au moyen des for- 
mules (4) et égalant ensuite à zéro les coefficients des 
puissances de à, 1l vient 





2 oatb + 3abè — b=0 \ 


2 a + 3ab?2— 2ab°=0 





* Hmod;.7}, 
— atb+aabi—b+1=0 Ron 





— 3aÿ—2a@lb?+abt+1Z=0 


d 


congruences auxquelles on satisfait en posant ts À 
b— 9. Ainsi 31—+ 21? est une racine primitive de 
x? 
tisfait pas à x° —1=0:. La congruence proposée admet 





1—0, car il est facile de s'assurer qu'elle ne sa- 


donc la racine primitive 
e—mo8l3itor)= 36 

ou, en réduisant, 

(5) Doi Pi ie dt 


On tire de là 
late Von = GE, 

(6) RE D be ls 2 
at— 3—3i+6, 

et, en éliminant {, on trouve 

(7) Mort 2r—2—=0 {mod. 7). 


Si l'on désigne maintenant par une racine de cette 
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congruence (7), les 2400 premières puissances de à don- 
neront toutes les racines de la congruence 


—1Æ=0: (mod. 7). 


376. À l'égard des fonctions irréductibles de degré 
supérieur à 4 pour le module 7; je me bornerai, en termi- 
nant, à des indications que le lecteur pourra développer 
sans difficulté, Nous n’avons aucun théorème qui nous 
permette de former directementune fonction irréductible 
du cinquième degré relativement au module 7. Mais il 


est aisé d’en obtenir une par tätonnements. Ainsi on 
reconnaît que la fonction 


x +rs—,3 


est irréductible suivant le module 7, parce que, si le 
contraire avait lieu, cette fonction aurait un diviseur du 
premier ou du deuxième degré, lequel appartiendrait, en 
même temps, à la fonction +18 1; or 1l est facile de 
s'assurer que cette fonction et la proposée n’ont aucun 
diviseur commun suivant le module 7. Il y à plus, la 
fonction xÿ + 3 appartient à l'ex posant 7$—1,en 
sorte que, si l’on désigne par i une racine de la congruence 
irréductible 
Hi 3—0 (mod, ñ), 


less; premières puissances de à donneront les ra- 
cines de la congruence 


a 1—1=0o (mod. 7). 


Dans le sixième degré, il y a deux fonctions binômes 


irréductibles, savoir : 6 + 2etxé— 3, et il est facile 


de conclure de l’une ou de l’autre une racine primitive 


de la congruence 


< 


21 10 (mod. 7) 
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Par exemple, si l’on pose 
é=—2 (mod.7) 


:1 suffira de déterminer une racine primitive de chacune 


des quatre congruences 


x$—1=0, a°—1=0, x°—1=0, 2 —1=0 (mod. 7), 


en procédant comme nous l'avons fait dans les cas que 
nous avons examinés précédemment. On reconnaît faci- 
lement que 1 +1 est une racine primitive de la con- 
gruence proposée; cette racine appartient à la con- 
gruence irréductible 


(x— 1) +2=0 (mod, 9). 


Enfin, dans le septième degré, nous connaissons une 
fonction irréductible, par le théorème du n° 360, savoir : 
xl—x—g, g étant différent de zéro. Si l’on désigne 
par à une racine de la congruence irréductible 


î—i—3—=o (mod. 7), 


on reconnaîtra facilement que Lest racine primitive pour 


la congruence 


- 
1 


sie == OU mod. 74. 
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Se mue 20 eme me 





CHAPITRE IV. 


DÉTERMINATION DES FONCTIONS ENTIÈRES IRRÉDUCTIBLES, 
SUIVANT UN MODULE PREMIER, DANS LE CAS OU LE DEGRÉ 
EST UNE PUISSANCE DU MODULE. 





Sur Les fonctions entières irreéductibles, suivant un 


module premier, dans Le cas où le degré est égal au 
module. 


917. Dans un travail qui fait partie du tome XXXV 
des Mémoires de l’Académie des Sciences, et dont mon 
Algèbre supérieure reproduit les résultats, J'ai montré 
qu'on peut obtenir immédiatement une fonction entière 
du degré y irréductible suivant le module premier p, 
lorsque le nombre y ne renferme aucun facteur premier 


différent de ceux qui divisent P—1, et aussi lorsque 
ce degré est précisément égal au module. 

Je me propose ici de revenir sur le dernier de ces 
deux cas et d’exécuter la décomposition de la fonction 


xPl— x en facteurs irréductibles suivant le module P: 
Posons 


An ae +(—1)# plu—r) (uk) 
( ] \ ; | FAUNE 
I 
I Con) \ } Le 
il est évident que l’on aura 


(a) Xun1=X}—X, ([mod.p). 


Muluplions entre elles les p—1 congruences comprises 


P d—/: ! 
M pete. ae 
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dans la formule (2) quand on attribue à p les valeurs 
1,2, 3. .…(p—1),et divisons ensuite la congruence ré- 
sultante par X2 epfe RU 1i viendra 

41 —1 à —1 \ —1 \ \ 3 
(3) XX —1N(XIT —1}.. HT (mod. p}; 
mais la formule (1) donne 


Xi xx, et Xp=a" — x (mod. p), 


en sorte que le quotient V de X, par X, est égal au 
produit de toutes les fonctions entières irréductibles de 


degré p; on a, par la formule (3), 

4) Væ(xr1)(E 1). (Hi —1) (mod. p) 
et l’on sait d’ailleurs que 

(5) X£  —1=(X, —1) (x, —2)...(X,—p—1) (mod. p). 


Ainsi chacun des facteurs X?-!—1 de V'est, d’après 


Ja formule (5), le produit de p—1 facteurs X,—g, où 


ga les valeurs 1, 2,...(p—1), et chacun de ces fac- 
teurs X,—g est lui-même le produit de p*7" facteurs 
irréductibles du degré p. En particulier, le facteur 
X?—1— 1 est le produit des p—1 polynômes irréduc- 
übles 


(6) AP — T —$, 


que jai considérés précédemment. 


378. Les fonctions entières irréductibles du degré p 
euvent être distinguées en p—1 genres, en com re- 
P [L ) P 


nant dans le u\°"*° genre toutes celles dont X?-'— 1 est 
le produit. Le premier genre comprend les p—1 fonc- 
tions (6). 


Soit i une racine de la congruence irréductible 


(7) iP— i—1=0 (mod. p}, 
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les racines de cette congruence seront 
bo HAL A, .:,, + p—i, 
et 1l est évident que les p racines de la congruence 


rh rt 8 es 0 4(M0d/ 7) 
seront 


gi 


BhnBUrE A) ft a}. 00 TOP 


en sorte que les fonctions irréductibles du premier 
genre sont caractérisées par cette circonstance que leurs 
r'acines sont des fonctions linéaires de 5. 
Je dis que généralement les fonctions du p*" genre 
ont pour racines des fonctions entières de i du degré p. 
En effet, considérons une telle fonction, et dési- 
gnons par 


CDN EPA 


l’une des racines de la congruence obtenue en l’égalant 
à zéro, suivant le module p. D'après ce qui aété dit plus 
haut, f(t) seraracine de la congruence X,=g$ (mod. p), 
dans laquelle g a une valeur convenable. Exécutant la 
subsütution et observant que 


(ir = f{ir") = f (à + m) (mod, P), 
il viendra 


u(u— 1) 
Se) EAU Br) ie) 2 


‘ 2. à : . 
+ Een) et i) et (môd 2). 
Cette congruence est nécessairement identique, car 
son premier membre est un polynôme en à de degré in- 


sa 


= — —- 
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férieur à p; d’ailleurs ce premier membre est la diffé- 
rence pi" de f{i) relative à la différence constante 1 
attribuée à 1; donc, puisqu'il se réduit à la constante g 
différente de zéro, le degré de f{(1) est précisément égal 
à 1; On a, en conséquence, 





A ————— € di duo ere — Ap_y— 0. 


379. Il est aisé d’obtenir les fonctions irréductibles 
des différents genres. Supposons que les p coefficients 
Go; di, +, aps de la formule (8) restent indéterminés, 
en excluant le cas où f (1) se réduirait à la constante &, 
et considérons la congruence 


(a) [f(i)—zx]l=o (mod.p}) 


dans laquelle À prendra les p valeurs 0,1, 2, ..., p—1. 
Si l’on rabaisse au-dessous de p les exposants de :, en 
faisant usage de la congruence (7), la formule (9) 
donnera p congruences, dont les premiers membres 
seront des fonctions homogènes et linéaires des puis- 
sances 10, 11,12, ..., iP7!. En égalant à zéro, suivant le 
module p, le déterminant F(x) formé avec les coefi- 
cients de ces puissances de i, on obtiendra la congruence 
irréductible dont les racines sont 


(10) » 44 noi ea à CMP à Cons dr JE 


F(x) sera donc une fonction entière irréductible du 
degré P- 


Si l’on fait, pour abréger l'écriture, 
P 
! 
ax + dx — 4x; 


et qu’on regarde a, comme équivalent à a, en sorte 
S. -— Alg. sup., VU. 13 
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LA . . 
que a, représente &5 + &p_,, On trouve immédiatement 


&o =D 4 Œ; (4#) .. Ap=3 À p—2 Zn 
! 

dpi a; — £L di CCR Apt Ap3 Ap—2 
! LA 

A p—2 a ay -— x Ah; A pi ah 

(ur) Pire) UP SUTNER RS 
JT T Dune Lt nee Me je, ee er e'iets ke fete ol es le le ne RAIN RER 

4 ! 

3 «, a 5 . a; M Le Œs 9 
! ! 

dy a, a, …. 4, HS == DU 

a a a 4 ! ! 

1 . : .. An dy 4, 2 


Telle est l’expression générale des fonctions irréduc- 
bles du degré p suivant le module p. 

S1 l’on veut avoir les fonctions du piè"° genre, on 
fera 


(12) dit — O, ya — 0e soie p—; — O, 
et l’on peut supposer aussi 
(13) ds — O. 


En effet, la congruence F{x)=o (mod. p) est celle 
dont dépendent les racines (10); or, parmi ces expres- 
sions (10), il y en a une, f(i+2À), dans laquelle le 
coefficient de 7! est congru à zéro, et rien n’empêche 
de substituer dans notre analyse fi + À) à f{i). 

Ayant donc égard aux équations (12) et (13), si l’on 
attribue aux coefficients 4, a, ..…., a,_» les valeurs 
0, 1,2, ...,p—1 età à, les mêmes valeurs, zéro excepté, 
la formule (11) fera connaître les {p— 1) p*-! fonctions 
irréductibles du p°"° genre. 

S1 on fait l'application au cas de w = 1 et à celui de 
u — 2, on trouvera : 


FOMPOUENR EST, Fr) 2-2 —,a; 


fie, mc 
2° Pour — 2, F(x)}={r—0@0) Fo — : | la. 


| 
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380. Parmi les fonctions du {p — 1)°"° genre, il faut 
remarquer celles qui répondent au cas où les coefficients 
de la formule (8) sont nuls, à l'exception de a, et ap_1; 
ces fonctions ont pour expression 


F(x) F- (æ Fu av} T4 pi [x Fe ces ds —1|, 


et elles ont cette propriété que les racines de la con- 
gruence F(x)=o (mod. p) sont des fonctions ration- 
nelles et linéaires dé l’une d’entre elles. Effectivement, 
la congruence dont il s’agit peut, si l’on y introduit la 
racine a, se mettre sous la forme 

(41 + ad,\r—a,? 


xP= mod. p | 
RE Ed) Ron Pi 





et l’on sait d’ailleurs que ses racines peuvent être repré- 
, ; ni 
SD PAM LP TP ue MP Le 


Sur les fonctions entières irréductibles suivant un 
module premier, dans le cas où le degré est une 
puissance du module. 


381. Je me propose d’examiner ici le cas plus gé- 
néral des fonctions entières irréductibles, dont le degré 
est égal à une puissance quelconque du module pre- 
mier p. 

Posons, comme dans le précédent article, 


à PR UT PT et TP pc 
Xp — La +. + (—i)f RASE TR AT) et 
$ REY 


+ (— à La É æP + (— 1x (mod. p ), 


formule de laquelle résulte la congruence 


(2) X,H1=—=X/—X, (mod.p). 
| 194 
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La formule (1) peut s’écrire symboliquement de la 
manière suivante : 


X,=(Ë — 1)" (mod. p), 


en convenant que, après avoir effectué l'opération indi- 
quée dans le second membre, on remplacera chaque 
puissance £*—# de £ par x?“ *. Alors, si l'indice u est 
divisible par une puissance de p, et que l’on fasse 

nm 


B— VpP , 


on aura symboliquement 








Xpn= (5 —1)"=[(E — 1)" le (8 1)" (mod. p), 
c’est-à-dire 
CAR PEN ie “k RL € D md D — I JF ” (» pa }..(— À + 1) +PV 
FU El UE APE UN F 


F2 
Qt: 
+(—i)t 2 a" + (—i)z (mod. p); 


dans le cas dey=—1r,ona 
(4) X;y»m=x" x {mod.p). 


La formule (2) exprime que X, se change en X,., 
quand on change x en xP— x; d’ailleurs la même for- 
mule se réduit, pour y = 0, à 


X1 = XF — Xo; 





| 
ce qui montre qu'on doit regarder Xy comme étant égal 

à x. Il résulte de là que, pour exécuter p fois de suite, 

dans les formules (1) et (3), le changement de x en 

xP— x, 1l suffit d'ajouter p unités aux indices des fonc- | 

| 

| 

| 

| 

| 
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tions X qui y figurent. La formule (3) devient ainsi 





(—1)p7" nes: er) 


vp"! V . *, 
=x —-Xx! PRIT EX te d 
dis 4° | 148 LA g 





ho 


+ (— 1)! j A H(—1)X, (mod. p). 
en 


382. Je désignerai généralement par V, le produit 
de toutes les fonctions entières de degré p”, irréduc- 
tibles suivant le module p. D’après la formule (4), ce 
produit est égal au quotient des deux fonctions X»r, 


X 11; ainsi l’on a 
(6) Xn= Xp Vr (mod. p). 
Ensuite la formule (2) donne 


X,H=X LUE AG: 


& D ? 
Xirr = Xri eur Xy+i 


(mod. p}; 


multipliant ces congruences entre elles et divisant la 
formule résultante par le produit X,,, X,4, ... HONTE 
il vient 


(1) XX, (RE 1) (XP 1)... (KE — 1) (mod. p). 


sp ME 
il viendra, à cause de la formule (6), 
My, = (XZ — 1) (Xp — 1) (Kphi4a— 1). (Xp —1) (mod. p). 


Chacun des facteurs X754,,_,—1 du second membre 
de la formule (8) se décompose en p—1 facteurs 
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Xp —g, où ga les valeurs 1, 2, .. «, P—1, et 
cette dernière fonction est elle-même le produit de 
pr" "Hi-n-1 facteurs irréductibles du degré p”. 

I ÿ a lieu de distinguer en plusieurs genres les fonc- 
tions entières irréductibles de degré p?, ainsi que je l’ai 
fait déjà dans le cas particulier de n — 1. Je nommerai 
fonctions du "€ genre celles dont XP 1 — 1est le 


produit, À ayant les valeurs 

is 25 ep tes dpatip tt 
et le dernier genre, celui qui répond à À = (p— PRE 
sera dit le genre principal. 

S1 l’on exécute le changement de x en XxP— x, dans 
le second membre de la formule (8), chacun des 
p'—p""!"— 1 premiers facteurs entre parenthèses se 
changera dans le facteur suivant, d’après ce qui a été 
dit plus haut. Quant au dernier facteur Xi —1, qui 
est le produit des fonctions irréductibles du genre prin- 





cipal, il se changera en XPr'— 1, ce qui est le premier 
facteur de Vus, c’est-à-dire le produit des fonctions 
entières irréductibles du degré p’Tt et du premier genre. 
De cette considération résulte immédiatement le théo- 


rème suivant : 


THéorime. — Soit F(x) une fonction entière du 
degré p*, irréductible suivant le module premier p. Si 
celte fonction appartient au Xème genre supposé non 
principal, la fonction F(x?— x) ou F(X,) sera réduc- 
tible, et elle se décomposera en p facteurs du degré p?, 
irréductibles suivant le module p et appartenant au 
(A+ r)ième genre. Mais, si la fonction F(x) de degré p" 
appartient au genre principal, la fonction F (xP— x) 
sera elle-même irréductible suivant le module p, et 
elle appartiendra au premier genre des fonctions de 
degré pr+1. 
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983. Considérons d’abord les fonctions entières irré- 
ductibles de degré p” et du premier genre. Le produit 
de ces fonctions est 


XP —1=N(Xp — 8) (mod. p), 


le signe de produit Il s'étendant aux valeurs 1, 2, +.., 


(p—1) de g. Le facteur X,yni— g est ce que devient 
N—1 __— » ‘ ee... 7 S 
Xp I quand on y remplace x par ; et qu'on mul 


tiplie le résultat par g; il s'ensuit que la recherche des 
fonctions entières irréductibles du premier genre est 
ramenée à la décomposition en facteurs de la seule ex- 


pression 
, n—1 
(a) HU Rs im —zx—1 (mod.p}). 


Soient E(x) l’un des facteurs irréductibles de la fonc- 
tion (9) et, une racine de la congruence 


(10) F(x)=o (mod. p). 

La racine 1» appartiendra aussi à la congruence 
(11) Xyn—'—1= 0 (mod. p), 

et l’on aura en conséquence 

12) PP Sr =nRemodsp 


En tenant compte de la formule (12), la congruence (11) 
peut s’écrire de la manière suivante : 


(æ — Entre —(x—i,)=o (mod. P h 


, n—1 . 
et, par conséquent, les pp racines de cette con- 
gruence seront données par la formule 


(13) =i,+fliyn) (mod.p), 


dans laquelle 1,_; désigne une racine d’une congruence 
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irréductible quelconque de degré pr-1, et f une fonc- 
tion entière du degré PT '— 1, dont les coefficients 
peuvent avoir les valeurs o, 1,2, ...,(p—1). 

Parmi les valeurs de x comprises dans la formule (ar 
figurent les p” racines de la congruence (10), et comme, 
d’après la théorie des congruences, l’une de ces racines 
est 4, on aura 


(14) in =f(ins) (mod. p), 


la fonction f devant être ici convenablement choisie. 
La formule (14) permet d'éliminer des expressions 
qui contiennent les puissances de i, au delà de la 
(p—1})"e, en introduisant les diverses puissances 
de rer 
De là on peut conclure que, si l’on désigne par 
4 


less. 03,05 ts 


des racines de congruences irréductibles suivant le mo- 
dule p, dont les premiers membres soient des diviseurs 
des fonctions respectives 


X,— 1, X»— 1, X,:— 1, CINCOE Xpni— 1, 


on aura 
P —i=1, 
ü — 3 =P,, 
SAS NES lee : 
-D 
rain Pi 


P, étant une fonction entière des racines rudes nf ie 
qui ne renferme aucune puissance de ces racines supé- 
rieure à la (p—rjième, | 

Il reste à connaître la condition que doivent remplir 
les fonctions P, pour que les valeurs de PRE PORT 
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définies par les formules (15), satisfassent effectivement 
aux congruences respectives 


D Xi 1—0, X$ 10, X,— 10, .., Xp —1=—0 (mod.p). 


Pour remplir cet objet, nous aurons à nous appuyer sur 
un lemme que nous allons d’abord établir. 


384. Lemme. — Soit 
_f(É)=tm+ai+ ei +... +ar 


une fonction entière du degré v< p, d'une quantité T 
racine de la congruence 


poly y mod, D} 


et dont les coefficients a, réels ou imaginaires, satisfont 
tous à la congruence 


AP as 0 imod p |: 


si l’on attribue à X, la valeur f({), on aura 


e 
X,pmy = 1.2...v.4, (mod. p). 


La démonstration de ce lemme se déduit très-facile- 
ment de la formule (5), qui donne l’expression de 
X,pm+, en fonction de X,. Pour élever f(£) à la puis- 
sance p—#?", il faut répéter y — # fois l'opération de 
l'élévation à la puissance p?"; or, d’après l'énoncé 
du lemme, cette opération change © en {+1 et elle 
laisse invariables les coefficients a; donc l'hypothèse 
X,= f({) entraine 





SAR ANS y— #) ([mod.p), 


et, à cause de la formule (5), 


| ‘er 
D le La) EU een) + 


—__ 





; ) (mod. p). 
HE Er (=) | 


I 


202 COURS D 'ALGEBRE SUPÉRIEURE. 


Le second membre de cette congruence est la diffé- 
rence vième de la fonction f(€) relative à la différence 
constante 1 attribuée à ? ; il a donc pour valeur 


M PT Ut 


ce qui démontre la proposition énoncée. 

Comme le produit 1.2.3... (p—1) est congru à —r, 
suivant le module p, on déduit de ce qui précède le 
corollaire suivant, relatif au cas de y — P —1. 


CoroLLatRE. — Si l’on attribue à X, une valeur re- 
présentée par une fonction entière J (€) du degré p—x, 
ù ME : #4 ve 
d'une racine £ de la congruence {P° —{=1 (mod. p), 
dont Les coefficients a salisfassent à la congruence 


mt 


© —a=0o (mod. p), la fonction Xpn+i_pn+, prendra 
une valeur congrue au coefficient changé de signe de 


la puissance CPE CS LOC 


al 


389. Revenons maintenant aux formules GENS Sup- 
posons les fonctions 


P;, P;, tie; ARE 


telles queri;on ss aésotent respectivement racines 
des 7— 1 premières congruences (16), et cherchons 
dans quel cas la valeur de à,, définie par la dernière 
des formules (15), est racine de la dernière des con- 
gruences (16). Il est évident que cela revient à chercher 
dans quel cas la congruence 


Ai Pr (mod. p) 
entraîne 


Xp = 1 (mod. p). 


Désignons par Pf), le coefficient de =! dans pue 
par PŸ, le coefficient de &-! dans PSE uparePOente 
coefficient de 2-1 dans P?,, et ainsi de suite; le coef- 


ficient P#= de à, dans P"- sera un nombre entier. 
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Cela posé, le corollaire du lemme du n° 384 est appli- 
cable successivement dans les z—1 hypothèses suI- 
vantes : 





= 72— 2 DP—I C'e Voie 
9 © JE 1 


== 7 —5, MH pr TL Lt ss 


(PE. 


Effectivement les conditions de ce corollaire, Savoir : 


mt 


nt tu 
OR ES & API) GEO (mod. p), 


sont remplies dans chacune de nos z— 1 hypothèses; 
donc la congruence 


X\=P,-: (mod. p) 


entraînera successivement les suivantes . 


ol er (1) 
Rp up LS TT Eee \ 
PER (2) 
Xp pr-3;i = Pia 
ae n—1 n—4 = — p° 
à pl #41 = À 
a: ds rs à } (mod. p), 


CURE ON, OA OX GX D | . L CR. PAC OR LE . 9 

2288 ji 1-—2 D(/7—2) 

Xp p+1 —=(—1) HAUT , | 
ARS 42-26 pra) 

Xp ni 1) Ë ] 


et, par conséquent, pour avoir Xpr-=1 (mod. p), il 
faut et il suffit que 


prN=t£ rt (mod.p}, 


n—-1 


c’est-à-dire que Ph; contienne le terme i?Tt ip... 


avec le coefficient (—:1)""! ) 
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De là nous pouvons tirer la conclusion suivante : 

Pour que les quantités ii, is, ..., In, définies par 
les formules (15), soient respeclivement racines des 
congruences (16), il faut et il suffit que chaque fonc- 
tion P, contienne le terme ii. . 11 avec le coef- 
ficient (—1}". 

386. Il est facile maintenant d'établir une règle géné- 
rale pour former les fonctions entières irréductibles du 
degré p” et du premier genre. 

La congruence irréductible de laquelle #, dépend ré- 
sulte de l'élimination de i,,1,, .. -, in_, entre les con- 
gruences (15). Cette quantité 1} étant l’une quelconque 
des racines de la congruence (1 1), si l’on désigne par g 
un entier quelconque, le produit gin représentera une 
racine d'une congruence irréductible quelconque du 
degré p” et du premier genre. Faisant donc ETRES LNIR 
dernière des congruences (15) deviendra 


(17) X,=P,_, (mod.p}, 


7—1) 
du degré p— 1 par rapport à chacune de ces. quantités, 


P;_, désignant ici une fonction entière de NE PE: 


et dans laquelle le coefficient de i?-4 LT, LT 4PET este 


ti—1 


entier quelconque autre que zéro. 
D'un autre côté, on peut remplacer les racines i,, 
lo, +.) pi, Qu'il faut éliminer de la formule (19), par 


li la Un—1 
5.) ae | eu 
51 S2 En—1 


entiers, et il est évident que cela revient à substituer 





9 Ji Las +. En_1 Étant des nombres 


aux 72 —1 premières congruences (15) les suivantes : 


14 Lot eh: 
Me ae Ne 

(18) { "2 lil Pat (mod. p), 
tp — 
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où P, est un entier autre que zéro, et où P, n’est assu- 
jetti, généralement, qu’à la seule condition de renfermer 
le terme #1 i?-1,..i7-t avec un coefficient différent 
de zéro. | 

Si l’on représente par 


F,(X;)=o (mod. P) 


le résultat de l'élimination de 13, io, ++, in_1 entre les 
congruences (17) et (18), F,(X;) ou F,(xP— x) sera 
l'expression générale des fonctions entières, irréducti- 
bles, suivant le module p, du degré p”, et du premier 
genre. 

On peut, sans diminuer la généralité du résultat, 
attribuer telles valeurs que l’on voudra aux coefficients 
des congruences (18), en excluant toutefois la valeur zéro 
pour le coefficient den on te dans BD Effective- 
ment, d'après l’analyse du n° DR Ne «net DE 
sont que des auxiliaires assujetties à la seule condition 
d'être des racines de congruences irréductibles du pre- 
mier genre et des degrés p, p?, + .., p* respective- 
ment; iln/y a donc pas dans Fr(X:) d’autres arbitraires 
que les coefficients de P,_. 

La forme la plus générale que l’on puisse supposer 
à P,_, est la suivante : 


: : +) —2 = 
F2 — g(& + dt + as He. + dp—2 (4 + à 

K (1 (1) ; : 1) :p—2 .D—1 

Ka Fa  +api +... an + it) 

| r 22 LU cnrs 9) : (2) :p—2 .D—À \ 
(19) Ai tait air CHA ai +) 


CONS 2 AA TL EE ON à @. se. (0,6 :eÙ e bislnittalsr ete re er" sy, ques ... d'A e 


EI) 0 (n—2; ; (n—2) ;?2 ; (n—2\ ;p—2 test 
XX \4o TT di In de n—2 État Guta L'NTT ap ln1)9 


&y dos is es Ap2 étant des entiers arbitraires, 


ra Mat, 0 80 7h QT des fonctions entières de 
Hop INdurdegrép 1, au plus, par rapport à 
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chacune de ces quantités. Il y a donc dans P,_, un 
nombre de coefficients arbitraires égalà p"-!; mais il 
est facile de voirque ce nombre doit être diminué, pour 
notre objet, de 7—1 unités. En effet, les con- 
gruences (18) ne changent pas quand on y remplace 


14 la ls) ses  TIn—1 
respectivement par 
+, do + +Q,, is +3 + Q En 1 FT pee 00 


hi, ho, :.., hy_1 étant des entiers ‘arbitraires et @?, 
Q:,..+, O2 des fonctions convenablement choisies, 
de même nature ques Pi} Pointe Pre SIMON 
signe par P, ce que devient P, par le changement dont 
il s’agit, la fonction Q, sera déterminée par la con- 


A] 


@—Q—=P,—P, (mod. p), 


gsruence 


dont le second membre ne renferme pas le terme 
up ip; il s'ensuit, d’après l'analyse du n° 385 
que Q, sera exprimable en fonction des seules quantités 
RENE 

Il est donc permis d’exécuter le même changement 
dans le second membre P,_, de la congruence (17); la 
forme (19) de P,_, sera conservée, mais on pourra dis- 
poser des indéterminées À, ho, :.., his, pour faire 
disparaître 7 — 1 termes, par exemple, les parties con- 


EE | 


stantes des coefficients de 5-2, 52, ,,,, jp 


2 11 —1 


dans les 
divers facteurs entre parenthèses de la formule (19); 
ainsi donc il est permis de supposer que &p_» est nul 
et que les.coefficients a*, n'ont pas de terme constant. 
Alors notre expression de P,_, ne renferme plus que 
p"'—n+1 coefficients; chacun de ceux-ci peut avoir 


les:valeurs:o, 1,24: .., (p—1), à l'exception du coeffi- 





+ — 
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cient g, qui ne prend que les valeurs 1, 2, ..., (p—1). 
| Il s'ensuit que le nombre des fonctions F,(X;,) est 
LL (p— 1)pr"— 7, ce qui s'accorde avec ce qu'on a vu plus 
| haut. 
| Je dois rappeler ici que j'ai donné l'expression des 
{fonctions irréductibles de degré p. En changeant x en 
| xP— x dans les fonctions du genre principal, on obuen- 
dra immédiatement, par le théorème du n° 382, les fonc- 
tions entières irréductibles du degré p? et du premier 
genre. 


387. Si l’on veut se borner à la recherche d’une seule 
fonction entière irréductible du degré p”, le plus simple 
sera, en général, de réduire P,_, au seul terme qui doit 
y figurer nécessairement, ou à ce terme augmenté d’une 
constante. Ainsi l’on prendra, pour la congruence (17), 


Xi=t# #4. #44 8 (modp} 


n—1 


Il 


g étant une constante quelconque. 
Considérons, par exemple, le cas de n — 2. On po- 
» P P'€; 
sera 
# I 
iuL 1; Xi =ù Hire (mod. p); 


li 


I œ 
remplaçant donc 1, par oi dans la première congruence ; 
1 


il vient 
}—1 2% 
XP XP —1=0 {mod. p). 
Ainsi 
X? LE XP tr c'est-adire [x — x }P + (æP — x) — x, 


est une fonction irréductible du degré p? et du premier 


genre. 
Considérons encore le cas de n = 3. Nous poserons 


: I 2 
.P Ne. DL A PoueR .D—1 .p—1 4% k 
= pe es VX 1 (mod.p), 
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et nous ferons en outre 


pr I 
LAS EEE 
12 2 

Z 


I 
X, +1 


P—1 — 





LA 
L 2 


(mod. P). 


On tire de ces formules 








I i I I 
— — +1] — — — —] 
5 z CAL œ 
= ——— — (mod. P), 
LA a 1 
d’où 
1+ 2 X, +1 
PR 9 — (mod. P); 


et l'élimination de i, donne 


Xi (Ki) (RE + XP) — Xi î 
PRÉ FENTE qe 0 —=0 (mod. p), 


ou, en désignant par z,, z, les valeurs de z qui annulent 
le numérateur, 


(z —2)(2 — 2) +4 
PTS PEINE —=0 (mod. p). 
Multiplions entre elles la précédente congruence et 
celles qu’on déduit de celle-ci par le changement de z 
en 23, 37z,...,(p—1)z; remplaçons ensuite z?-1 par 


ï mode 
——; il viendra 
Xi, +1 


(Ki) (22) (Ki +) (2 en Se | 


—1=0 (mol. p\ 
AIN et ( P) 
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Faisons, pour abréger l'écriture, 
A —1 
P— Xi (Xi +1) (XP + XP — 1), 


(u+2)(u+3)...2p 


nn 


AS REA 


(= +2). me 


RU EAU VUE ON RUN ps 


“+. + À XP P+...+ 


ai SL pu—1 D +. 
2, 1 








on aura 


2, 2 sp, at # LP I=X?" + PQ (mod. P); 
et notre congruence deviendra 
(Xe XPr (Xi 12X,Q—1—=0 (mod. p). 


Le premier membre de cette congruence est une 
fonction entière irréductible du degré p® et du premier 
genre. 


388. Les formules (15) du n° 383 peuvent être regar- 
dées comme définissant un premier groupe de fonctions 
entières irréductibles du premier genre et des degrés 
respectifs p, p?, ..., p' Nous allons montrer de quelle 
manière les fonctions irréductibles du degré p” des di- 
vers genres se rattachent à ce groupe fondamental. 

Revenons done à la formule (8) et considérons l’un 
quelconque des facteurs de son second membre. Posons 


(20) Z,=XE "—1 (mod.p); 
l'indice y a l’une quelconque des valeurs 

DDR HDPIC 2 al iEes 
nous le supposerons mis sous la forme 


= U tp GE 2 P° sheet ste HE Lampe 
S. — Alg. sup., NW. | MALE 
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Go Li, ++, 4n_1 Étant des entiers positifs ou nuls et in- 
férieurs à p. 

Désignons par £, un entier arbitraire, et faisons gé- 
néralement 


{ x 


| (x) : (4) ;2 (x) ax—1 DYE 


) 
Ha, Wii a, ses sf RS k+1 


(21) ua (mod. p 
aj, af, ... étant des fonctions entières de £4, do, ..., bk 
qui se réduisent à des entiers dans le cas de k= 0; la 
quantité £;,, se réduira elle-même à l'unité dans le cas 
de «x — 0. Quant aux racines &y, to, ..., in, elles sont, 
Je le répète, définies par les formules (15). 

Cela posé, je dis que les (p — 1) p* racines de la con- 
gruence 


(22) Z,;,=0 (mod.p) 


sont données par la formule 


TR 


Il 


95} x = bot. En (mod. p), 
dont le second membre est effectivement susceptible de 
(p—1)p* valeurs différentes. Deux de ces valeurs de x 
sont nécessairement distinctes, car leur différence est 
une fonction de degré inférieur à p par rapport aux quan- 
tés 2 qui y figurent, et notamment par rapport à celle x,, 
de ces quantités qui a le plus grand indice. Si donc la 
différence dont nous parlons était congrue à zéro, 1,, se- 
rait racine d’une congruence de degré inférieur à p”, ce 
qui n’a pas lieu. 

D'après cela, ilnous suffit de prouver que la valeur (23) 
de x satisfait à la congruence (22), et nous y parvenons 
sans difficulté au moyen du lemme du n° 384. 


Faisons, pour abréger, 


- 


Er = 49 + Gp +... + ax ph 
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Lee NE NN Ne QE TOR NS OP EE LE Uk; 


si l’on applique le lemme du n° 384 dans les 7 hypothèses 
suivantes : 
Ra, EE 0, AE TASER TON TENTE 


— Le — RE t\— EE £ 
n—2, V—Une)s P—U— Un—2 = In1 F(E)= An-1 6051: 601 
A 


— y — — L— 7 L|— 
= n— 3, v—an_s) D—U—Un-3s S—!n—2,) FALSE 


D . #\ L = 
= 0; Ve Us DEN pme pt C4, F(E)= A 


on reconnaîilra que la formule (23) entraîne successive- 


ment les suivantes : 


LCR == 000 60 6 one SEP 
E D, CREER Fr An-2 20 ëi HS N-22 
NE 200 LAMPE : (mod. p), 
Xi, —=A;60%1 
ou = A6 


et, puisque X, se réduit ainsi à une constante, il est évi- 
dent que la congruence (22) est satisfaite. 

La formule (23) définit, avec les formules (E5);880$ 

congruences irréductibles des divers genres de degré p*. 

. Celles-ci s’obtiennent effectivement en éliminant 4,, 

io, «.., in de la formule (23). Par les motifs indiqués 

au n° 386, on peut, en vue de cette élimination, supposer 

nulle la partie constante du coefficient de l’avant-dernier 


terme des fonctions €. 


———+ CCE =— 
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_…— / _—— 


CHAPITRE V. 


SUR LA TOTALITÉ DES NOMBRES PREMIERS COMPRIS 
ENTRE DES LIMITES DONNÉES. 


Sur l'évaluation approchée du produit 1.2.3...x, 
quand x est ur grand nombre. 


389. La théorie que j'ai surtout en vue dans ce Cha- 
pitre exige que l’on connaisse les premiers termes de la 
série par laquelle on exprime le logarithme du produit 
des x premiers nombres entiers. Cette série célèbre est 
celle de Stirling, et elle a fait l’objet des recherches d’un 
srand nombre de géomètres, parmi lesquels je dois spé- 
cialement mentionner Cauchy, Binet, M. Malmsten et 
M. Liouville. Mais, parmi les démonstrations diverses 
qu’on possède de cette formule, je ne crois pas qu'il y en 
ait de plus simple que celle que j'ai présentée à l’Aca- 
démie des Sciences, dans la séance du 2 avril 1860, et que 
j'ai reproduite dans une Note qui fait partie de la sixième 
édition du 7raité élémentaire de Calcul différentiel et 


intégral de Lacroix. J'ai montré dans cette Note que la 


formule connue de Wallis suffit pour établir compléte- 
ment celle de Suürling, et la déduction est si facile, que 
la deuxième formule peut en quelque sorte être regardée 
comme une transformée de la première. Jenereproduirai 
pas ici tous les développements que j'ai donnés ailleurs 
sur ce sujet, et je me bornerai à établir les seuls ré- 
sultats qui sont indispensables pour l’objet spécial que 
j'ai en vue. 
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Rappelons d’abord que la formule de Wallis, qui sera 
notre point de départ, se déduit de la formule 


| cose= {1 À) (x =) - je 
| T O7” 25 x° 


par laquelle on obtient la fonction cos z décomposée en 
un produit d’une infinité de facteurs linéaires (! ). Cette 
| dernière formule peut s’écrire ainsi : 


| PE 

| sin | ——2z 

| T 2 22 Ales 23 

| Ni ll lire res 
CR T OT” 25T? 


2 











j Tes de 
et en faisant z — -, il vient 
A 
js 21 , ; ; I : | M ir à 
LE — et Pt I — I —— CE —— AE A DT | JL ANSE CO) 
2 9 29 49 Pan e 1)? ÿ 


PR net pour. == © }, 
2LÈAS 22% IR 2 —1 


ce qui est la formule de Wallis. 


390. Cette formule prend la forme très-simple 





[y(x)} 
LL MERE." | pour x = ® ), 
biazr =! ( 
ou, en extrayant la racine carrée, 
o{x) 
(1) er (pourz =), 


si l’on désigne par (x), soit l'expression 


102: 9,427 


TEE RL LUS Le 


(*) Foir mon Traité de Trigonométrie, 3° édition, p. 244. 
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soit le produit de cette même expression par une expo- 
nentielle de la forme a*, a étant une constante quel- 
conque. La formule (1) aura donc lieu si, désignant pare 
la base des logarithmes népériens, on pose 


(2) p(x)—= 1:2.3...x 5 


V2r ex a? +3 








On tire de là la formule (2) 


Fa?) Rush =i(i+l) etes), 
e 


p(r+1) x 
ou 


la caractéristique log exprimant 1ci des logarithmes né- 
périens. Or on a, x étant >1, 


I I J I ne di 
gi )=i- LE. + M LESC 























2 x? 3x5 n x!" L 
d’où 
I I I I 
æ+ —]) log [1+-)—= 1 + > — + 
2 x 12 x° 12 x? 
fit (—1)" 
AT IS + Le LS RS UNE —— , L2 LA 3 
2n|(7 ne né VAE : 1 
donc on a 
| 10e p(æ) A I FT L 3 bon 
Vol br) ur loai So 


(Rr— 1) (—i) 
prise tie 


ci 


Dans cette série les termes sont alternativement positifs 
et négatifs; en outre, la valeur absolue du rapport du 
terme de rang 7 au précédent est 


n° I 
R+n—2 x 


C2 
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, \ I . . L] , . 
ce rapport est égal à — pour 7 —2, mais il est inférieur 
L 


> I ge \ 
à = pour toutes les valeurs de 7 supérieures à 2; donc, 


lors même que x seréduirait à 1, les valeurs absolues des 
termes de la série (5) décroissent à parur du deuxième 
terme. Il résulte évidemment de là que l’on a 





log o(æ) I ; 
° ox +1) 122? 
ou 
1 
6 g(x) A ABS. 
(6) ee 
Mais on peut assigner une limite de Vo lus petite 
P = P P 
g(æ +1) 


que la précédente, et, comme elle nous sera utile plus 
loin, il convient de l’indiquer 1c1. 
Si l’on multiplie la formule (5) par x +7, il vient 
p(x) I 12% 


fr Eu M 
HAE oz +1) 124 FC E 


(m3) (= 


2(n—1)n(n+1) x"! 





Da 1 ss 


a I 

danscette série, le terme en — manque; les autres termes 
FF Hi 

sont alternativement posiuifs et négatifs, et le rapport du 


I I 
terme en — au terme en —— a pour valeur absolue 
x! x" 1 


(r—1)(r—2) L 


(n—1)(2—2)+2(2—4) x 





1 


ce rapport est égal à — pour 7 — 4, mais il est inférieur 


RE 


LE ten x 
à— pour n>> 4. Donc les termes diminuent à parur du 
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deuxième, lors même que x serait égal à 1, et l’on a 


pr PEL ee aille 
ii + 1) 108 p(x + ne 1247 


ou 
(x) PUR 
(TIR LE SE AE 


391. La formule (6) montre que l’on a 


== €, 9 





r LA . . # L « I LZ 
8, étant un nombre positif inférieur à — ; On aura aussi, 
12 


en changeant x en x +1, x + 2, :.., Naï-TiMeten 
désignant par 0,, 0, …, 0x_, des nombres compris entre 


1 I 
zéro et —; 
12 





p(xr+1) MA 
(+2) 
0, 
{ p(r+2) nr (re) 
(9) or + ) Re ? 
p(2æ—1) Ve: L 
g(2x) 


Multiplions entre elles les égalités (8) et (9); comme la 
somme des x fractions 


Ge 4 IN ESS 
æ  (æ+i} (x+o} (24 — 1 }? 


. I I I , 
est moindre que Fr 2 GT OU que EU. on aura 
LA 


CEE 


(x) 


10 ce AC 9 
(re) (2x) 
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Là ® , [ . 
ÿ étant un nombre compris entre zéro et —» etpar suite 
12 ‘ 





F p(x) 
mu) p(2æ) 


Si maintenant on divise la formule (1) par la formule(11), 
il viendra 


1 (Pour — D À: 


(12) TES: (pour x = }, 


c’est-à-dire, à cause de la formule (2), 


(13) 1.2.3...x— Vore-tatts{ite,), 6 

c, désignant une quantité positive qui s’annule pour 
x —=% , et dont nous allons faire connaître une limite 
supérieure. 


392. Posons, comme nous l'avons déjà fait dans la 
Section II de cet Ouvrage, 


(14) T(r+i)=1.2.3...x; 


on peut obtenir facilement, par ce qui précède, une 
expression complète du produit F(x +1), ou, ce qui re- 
vient au même, une expression du logarithme népérien 
log F(x +1). On a d’abord, par la formule (2), 


f 


(15) logr(x+1)— = log2r—2+ (a+ ï) logx + logp(x), 


»4 


et l’on a ensuite identiquement 








o(x) o(xæ +1) 
log « log + log RAR 
PEPPP OST) Fr(es) 
+ log A Ernie, + loge(x + m+i); 





S o(r+m+i) 


mais si l’entier m croît indéfiniment, (x + m2 + 1) 
tend vers l'unité, d’après la formule (12), et son loga- 
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rithme tend vers zéro ; on a donc 


= 0 , 
1 É ) 
G lon TA ES DA P CEUTONNE ARE 
(x ] ogyp(x) ES TAE ROE 
m—=0 


ou, d’après la formule (4), 


LL jm: <) 


(17) logp(zx) — D (a+m+ à Jlo (+) |, 


nm =t) 





et l’on aura en conséquence 


I 1 
logT {x+ 1) — 510827 —x + (a+ 2) log x 


(18) nee 
| 


+ D [am =) log G+E)-1] 
2 TI m 


I1=0 


Cette formule (18), qui a été rencontrée par Guder- 
mann, se déduit bien facilement, comme on le voit, de 
la simple formule de Wallis. 


393. On peut tirer la formule de Stirling de la for- 
mule (18), mais je n'entreprendrai point ici cette trans- 
formation et je me bornerai à déterminer les limites de 
logT' (x + 1) qui nous sont nécessaires. 

Comme la quantité log o (x) est positive, la formule (15) 
nous donne d’abord 


(19) logr(x + 1) > = log ar — 2 + (a+ =) log x. 


Ensuite nous aurons, par la formule (16), à cause de 
2: nr SUR? 
l’inégalité (7 

T1= 0 


I 
œ HR . 
FoER <Ÿ 12(2+m)(x+m +1) 


m0 
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. I , 
or la fraction Es ms se décompose en 
(x + m)(x + m+ 1) 





I I 


TX + In ZX + M HI 


donc on peut écrire 
4 I I I 
12lo20{zx) + Le — 
8? | 4e —-) (= ——) 


-- sagas CPEAPEA 
x+X  x+3 


La série contenue dans le second membre de cette for- 

















. 1 e 
mule a pour somme —» el l’on a en consequence 


L 
logo(x) << AS 


puis 


DT 


20) lo Dati) Slogar—x+ RE log x + nb 
5 ] > O > 8 I 


Les forntules (19) et (20) nous donnent les deux limites 
que nous voulions trouver. En revenant des logarithmes 
aux nombres, on obtient 


1 
+— 


1.2.3...æ>Vare tx SAM 
(25) 


1 


1 
> —x+— X+— 
l 1.2.3...æ<CVare ERA 
Extension des formules précédentes au cas où x n'est 
pas un nombre entier: posilif. 


394. On désigne habituellementparlesymbole F(x+1) 
une certaine fonction de x qui a une valeur déterminée 
pour toutes les valeurs réelles et imaginaires de x, qui 
ne devient infinie que pour les valeurs de x égales à un 


220 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


nombre enliernégatifet qui seréduit au produit 1.2.3...x 
quand x estun entier positif; elle coïncide, dans ce der- 
nier Cas, avec la fonction dont nous venons de nous 
occuper. 

On arrive très-facilement à la notion des fonctions gé- 
nérales L quand on cherche à interpoler la fonction nu- 
mérique/1.2.3.4 7: c'est-à-dine quand on cherche à 
représenter le produit 1.2.3...x par une fonction de x 
qui conserve une signification bien définie lorsque x 
cesse de représenter un nombre entier positif. 


En effet, soient x et m deux nombres entiers positifs. 
Les x fractions 


nm m m 
, CEE FOSC RS Te 
M HI m + 2 M + x 











tendront vers l’unité si, æ restant constant, on fait 
croître 2 indéfiniment: il en sera donc de même du 
produit de ces x fractions, et l’on aura 


PE 


(m+i1) Cm + 21% .(Mm+ x 





| (1+ en SE 


€ désignant une quantité qui s’annule pour m—%x .On 
peut écrire aussi 


ROME du m) m? 





1:2,94meE x) (t+e,)—i 


ou, en multipliant les deux membres PA TORRES 


(1.2,3...m)mT 


172,31. Te z ( 
(t+i)(x +2)...(x+m) 


Len). 


Faisant tendre l’entier m vers l'infini, on aura 


(1.2.3...m)m® 
» (pourm=— ). 
(x +1) (x+2)...(x+ m) 





(1) LP ERCITN 


Le second membre de cette formule devient infini 


- — RSR Re — 
pe RÉRENRRRE n 





re … re re tr tt Te. an 
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quand x est un entier négatif, mais par toutes les autres 
valeur réelles ou imaginaires de x il a une valeur finie 
et déterminée, comme on le démontre très-aisément. Si 
donc on pose 

(1293: m)m* 
x+1) (x+2)...(x+m) 





(2) A sf (pourm— ), 


on aura, dans le cas de x entier positif, 


T(x+1)=1.2.8...x. 


Dim 


Cherchons la valeur de F . . Si l'on fait x =— 


dans la formule (2), il vient 


1 
I HS B mia mr Le 
HE Ces (pour 7 — 0 (F 





EH L 2080 cam 


et en posant, comme au n° 390, 


PS. 





p(m) = ’ 


CETTE "SU TI 
V 5x US 8e 


on peut écrire 


i< (+) — Vr Le (pour RD ). 


o 21m) 


Enfin, comme o(m) et g(2m) se réduisent à l’unité, 
pour m—%, On a 
I —— 
LUE DT = /r. 


395. D’après ce qui précède, on peut écrire 


CEE AUS 
(x+i)(r+2)...(x+m 





(1) PC + 1 JR em 


En étant une quantité qui s’annule pour m—X. On ure 
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de cette formule 








3À Ai 
gr (er) = | e10g à — 10g © le ) 
I 1 
m T+m 
LOS ——— — ]59 log (1 + :,, ), 
+| ae BU + g(1+em) 


Où, en écrivant + 2 au lieu de m et faisant tendre m 
vers l'infini, 


nm= 


I TX 
(2) lgrle+1)= Ÿ leo LEP” Tes Lo | 


770 





Cette formule (2) est équivalente à la formule (1) et 
elle exprime, comme celle-ci, la définition générale des 
fonctions FT. 

Ilest facile maintenant d'établir la généralité de la for- 
mule (18) du n° 392. En effet, cette formule (18) et la 
formule qui précède s'accordent à donner, par une double 





différentiation, 
JIt = © 
Plogr(z+i) I 
dx? ER (+ m+1)? 
+ F0 


les premiers membres de ces deux formules ayant ainsi 
la même dérivée du deuxième ordre, ils ne peuvent dif- 
férer que par une fonction linéaire de x; mais, comme ils 
sont égaux pour toutes les valeurs de x entières et posi- 
tives, on en conclut qu'ils sont égaux, quel que soit x. 


396. Nous ne pouvons nous dispenser de rappeler ici 
que, si x est une quantité positive, la fonction (x) n’est 
autre chose que celle qui areçu de Legendre la dénomi- 
nation d’intégrale eulérienne de seconde espèce. Effec- 
tivement, en écrivant x— r au lieu de x, la formule (1) 
du numéro précédent devient 


(r.253 4 mimr 


un (x +1). .(x + m — 1) 


(pour » = ir 
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Intégrons par parties la différentielle a%=1(1—2)"da, 1 
viendra 


- Try — m m 
fear 4 pe A Fes gl + E fat a)n ide 
PA FA 


et comme x est positive, si l’on prend les intégrales entre 
les limites zéro et 1, on aura 


I 1 
[ at 1[1— 2)" da — 2 | aX{1—a)"—" du. 
O0 e O 


| On conclut de là, quel que soit l’entier », 


ae (1 x} de — m(m—1)..{(m—n+i) ax +1 (i— a)" du; 
œ(æ+i)..(r+n—1) Je : 


a] 
0 


pour 7 — m, l'intégrale du second membre se réduit à 


I 
I 
gE+i—1 dx —© ——; donc on a 
; x+m 
| n 
| ONE Be à A 7: 
Dee — u)" du = ee ochmmmprmnsion 
à æ(æ+i)...(x+m) 
or « du ; 
et, en écrivant —, — au lieu de æ et da, 
m m 
mn 4 
x+m a \" DNS IN) NES 
arr À dre ra rase (le Bad à nt > 
m : m x(r+i1)...(x+m—i) 


On a, d’après cela 


x mt x nt 
r(e=(i+) f Sp (—£) dx (pour m—® ); 
[e) 


on peut écrire aussi 


L nt 
r(e)=(1+ ne Mes da 
+7 ; œ nt 
+ | at—1 (- : de | (pour m—% }. 
M 
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L | cs foret 
nuié li — a pour logarithme 
a qua =) P g 





a? a 
= (2+ Rae Ha) 
2m 3m? 


el, & étant regardée comme constante, elle atteint son 


maximum pour m = © ; ce maximum est e*, On a donc 


m a\” m 
f: He (- =) da T JL at He des 
/M 1 M 


et l’on pourra poser 


mi a nm mn 
JÉ Lim —£) de={i—0) f arriere 
M re hu M, 


0 étant une quantité comprise entre zéro et I. L’expres- 
sion de T(x) devient alors 


M m 
e=(i+£)] f La (- 2) LE 
m ô m 
mt 
+(—e) | ut—1 + de | (pour mm —co 1 
M 


regardant maintenant M comme une constante, faisons 


‘ * k LE GA\ TE 
tendre» vers l'infini, on aura à la limite Ci — z) Ter, 
m 


et par suite 


cz] we) 
(a) f tea —0 [ x 1e7 4e 
(o) M 


* 


mais il est évident que la quantité 9 esticirigoureusement 
nulle, car la formule précédente à lieu, quel que soit M, 
et la dernière partie disparaît pour M =. On a donc 


200 4 
[A (x) ee J met us. © © 


pour toutes les valeurs positives de x. 
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Détermination de deux limites entre lesquelles reste 
comprise la somme des logarithmes népériens de tous 
les entiers qui ne surpassent pas un nombre donne. 


397. Soit a un nombre entier positif; faisons x = a +1 
dans la formule { 19) du n° 393 et retranchons ensuite 
__ log(a+1) de chaque membre; faisons en même temps 
x = a dans la formule (20) du même numéro, on aura 


| log 1.2.3...a>>log Var +(a+1)log(a-+1)—(a+1)— = log(a+t), 
| / 


| Es I T 
| log 1.2.3...a<[ log /27 —+ a log a — a+ log a — a 
3 2 


Cela posé, désignons par æ une quantité positive 
quelconque au moins égale à 1, et soit a le plus grand 
entier contenu dans x. On a, par hypothèse, 


DELA APT et a?1, 


et l’on en déduit 


(a paris ï) [log(a+1)— 1] > (= :) (logx — 1), 


I I I I 
(a+) loge —1)+ 1 (-+:) (log x —1) 16 por 


124 
ou 


{ (ai) log(a+1)—(a+1) — > log (a +1) 


I 
> ælogzx — x — > log 4 


(2) 
Alba ae loeah.— 
5 > Rs 12& 


I I 
lon ra = loer #2: 
\ < 3 2 8 12. 


Des inégalités (1) et (2) on conclut, en appelant T (x) le 
S. — Alg, sup., I. 19 
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logarithme du produit de tous les nombres entiers qui 
ne surpassent pas , 

[ — I 
T(z)>logy2r + rlogr — 1x — log, 
(3) 


\ 


I 





— I 
T{x)<Tlogar + rlogx—x+ 5 log z+ 4 
\ 


Ces inégalités (3) sont celles que nous voulions obtenir. 


Sur latotalité des nombres premiers compris entre deux 
limites données. 


398. Le problème qui consiste à déterminer combien 
il y a de nombres premiers compris entre deux nombres 
donnés n’a pas encore été résolu et semble présenter les 
plus grandes difficultés. M. Tchébichef est le premier qui 
se soit occupé avec succès de cette question; dans un 
Mémoire présenté en 1850 à l’Académie impériale des 
Sciences de Saint-Pétersbourg, cet habile géomètre a 
donné le moyen d’assigner deux limites entre lesquelles 
est nécessairement compris le nombre qui exprime 
combien 1l y a de nombres premiers entre deux nom- 
bres donnés. M. Tchébichef a déduit de son analyse la 
démonstration d’un postulatum sur lequel M. Bertrand 
avait fondé la démonstration d’un théorème important 
dont 1l sera question dans la Section suivante. Ce postu- 
latum consiste en ce que: 


“34 y a toujours au INOINS un nombre premier COMpPTIS 
7 


entre a et2G— 2 si a est supérieur DER 
2 


Bien que je sois parvenu à démontrer le théorème dont 
il s’agit sans recourir à aucun postulatum, ainsi qu’on le 
verra dans la Section IV, je ne crois pas inutile de pré- 


© 
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senter ici l'analyse ingénieuse de M. Tchébichef, analyse 
qui repose sur des considérations entièrement neuves. 
Nous désignerons par T(z), comme au numéro précé- 
dent, lasomme deslogarithmes népériens de tous les nom- 
bres entiers qui ne surpassent pas z ; nous désignerons en 
outre par 8(z) la somme des logarithmes népériens de 
tous les nombres premiers qui ne surpassent pas z. Les 
fonctions T(z) et8(z) se réduisent à zéro lorsque z est 
inférieur à 2. Quand z sera une quantité composée, 


RE 

æ\e NE ; 

comme (2) par exemple, nous écrirons, pour abréger, 
2 


(£)'au heu de 6 2) . 
2 2 


Propriété fondamentale de la fonction 8(z). 


399. La propriété fondamentale sur laquelle reposent 
les recherches de M. Tchébichef consiste dans l'égalité 
suivante : 


cam AT 


où les séries doivent être prolongées jusqu'aux termes 
qui deviennent zéro. 

Pour démontrer cette égalité, remarquons que chaque 
membre est égal à une somme de termes tels que À logo, 


Fr 


19. 
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k désignant un entier etæ un nombre premier. Supposons 
que, dans la suite des nombres 1,2,3,4, .…, qui ne sur- 
passent pas +, il y en ait A, qui soient divisibles par «; 
nommonsaussi À, le nombre de ceux qui sont divisibles 
par &*, et généralement À; le nombre de ceux qui sont 
divisibles par &’; il est clair que le coefficient de logæ 
dans T{x) sera À, + A.+A,+.... Considérons main- 
tenant les termes qui composent une ligne verticale du 
second membre de notre égalité, par exemple, 


1 1 1 


| æ\t z\i xt 
RUE 6) 2e (] 5) (] : , st 


on trouvera, dans cette suite, autant de termes contenant 
log x avec le coefficient 1 qu'il y a de quantités qui ne 
sont pas inférieures à & dans la suite 


1 1 1 


1 x\t x\i x\° 
A ORICRUX 


Or le nombre de ces quantités est évidemment le même 
que le nombre des quantités 


do D RO Lee 
qui ne surpassent pas x; ce nombre est précisément 
celui que nous avons désigné par A;. Donc le coefficient 
de logz dans le deuxième membre de notre égalité est 
A;+ A+ A;+..., ce qui démontre l'exactitude de 
cette égalité. 
Nous ferons, pour abréger, 


{ 
/ \> 


! tte 
(a) Y(2)=0(2) + 6(2)? + 0(2)5 +02) + ..., 


de 
4 


etalors l'égalité que nous venons d'établir pourra s’écrire 


av = e+ 4e) +405) +4(2)+. 
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Démonstration de deux inégalités auxquelles salisfait 


la fonction d(z). 


400. Les deux inégalités que nous proposons d’éta- 
blir sont les suivantes : 


vaine) (9-7 (5)-"(5) 
pe-1(ÿ)er-er(s)-1(5)-()-1() 


L'équation (2) du n° 399 donne 








CRÉES 


Le second membre de cette équation est de la forme 


3 bi Fa x 
Ait (r) —+ À; (2) + À; Ÿ (5) +...+A, (=) Die ere à 


À 
A,, A», A3, ... étant des coefficients entiers. Or je dis 
qu'on a en général : 
A,=1, siznest divisible par aucun des facteurs 2, 3, 5; 
A,—0, siz est divisible par un seul des facteurs 2, 3, fes 


A,—=—1,si estdivisible par deuxau moinsdes facteurs 2, 40 
A, —=— 1, si z est divisible par chacun des facteurs 2, F0: 
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En effet, dans le premier cas, où 7 n’est divisible par 
9 n TX 
aucun des nombres 2, 3, 5, on ne trouve le terme d = 


que dans la première ligne horizontale du second membre 
de l’équation (1). Dans le deuxième cas, où z2 est divi- 
sible par un seul des nombres 2, 3, 9, on trouvera le 


1 (3 Â . . 
terme (:) avec le signe — dansune quelconque des trois 
7 


dernières lignes horizontales du second membre de l'é- 
quation (1), et comme ce terme existe dans la première 
ligne avecle signe +, on trouvera zéro, après la réduc- 


Uuon, pour coefficient de d =). Dans le troisième cas, 
2 
où nest divisible par deux des nombres », 3, 5, le terme 
æ : a & 
Y[—) se trouve avec le signe + dans la première ligne 
72 3 


horizontale du second membre de l'équation (1), et avec 
le signe— dans deux des trois dernières lignes ; donc il 


A 4 L< TX 
ne restera après la réduction que —# {=}. Enfin, dans 
\ ra . 
le quatrième cas, où n est divisible par chacun des nom- 
5 x , 
bres 2, 3, 5, le terme d{ =) se trouve avec le signe +- 
72 


dans les deux premières lignes du second membre de l’é- 
quation (1), et avec le signe — dans les trois dernières 


: : r [Æ . ô 

lignes; il restera donc encore —} |] après la réduc- 
7 

tion. Donc, pour 

Re DOME, | 02,008 A MO AO 73 NO ALICE DE 


LTD 0e LOUE CO NET 0 ITR 10410 28, 
21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 928, 20,430, 








DRE 
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et, par conséquent, l'équation (1) se réduit à 


T(x) +r()-r(s) : r(:) ce r(à) 
ie AE) 


où touslestermes du second membre ont pour coefficient 
x et — r alternativement. Or la fonction U(z) ne peut 
croître quand z décroît; donc la série 


po) 


, 


qui forme le second membre de l'équation précédente, 


est comprise entre 


on a donc 





ce qu'il fallait démontrer. 


Détermination de deux limites entre lesquelles sont 
comprises les fonctions Y(z) et Ü(z). 


404. On a vu, au n° 397, que la fonction T (x) saus- 


fait aux deux inégalités 


| T(x) log 27 + rlogx — x + . logx + > 
(r} 


/ ET I 
| T(x)> logVar+ x logx — x — = logx. 
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On déduit de là 
T(z e)+T(S =) <a 1er + À 


31 es 


31 I 
HS mlogr rx 10830 Messe logx — — log 30, 
30 30 2 


TL UT: 
T(z)+T (5) > 2 log V2r 


31 _ I I 
Je aa r log x — x log 30° — En log.r + z log 30, 
et 
T'ES mn ter 3103 /2r L 
s: lt 3 Z 24 035 27 + Fa 
31 SR MERS À 3 I 
+ Re loge — #10g2? 36% mr ue 3 108 PT NIDENO, 
VA —_—— 
(2 ) + r(: )+7(5)> 3108 V2r 
+ ælogæx — æ log 2 ue . de : logx + — us = log 30. 


Retranchant la quatrième de ces inégalités de la pre- 
mière, et la troisième de la deuxième, il vient 


a+) r(E)-7() -7(5 


EN 
Ah ZloRe = PNEU “ log1800r —- rte 
= 2 2 12 
30° ° 
AE: x x 2 
orr(sirr() ne ts 
Fate 
>> + log © : ; DE 0e ent sie LA : 8 
T 12 
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Nous ferons, pour abréger, 


SAM EUX 2 
nr SE). 
À 43 DD QE SES UE CUT 


À —"10g — 0,92129202...; 


Î 
30°° 


alors les inégalités précédentes deviendront 


ere+r(s)=r(5) 7 (5) TG) 


5 I 2 
Az + = logx — 10810007 ee 


b) à 
2 F7, Æ “2 cs 
rte+r(s)-7(5)-7($) 16) 

I 50 3 
D Ar— -— logx + noue a 


et l’on voit que l’on a, à plus forte raisOn, 
/ 3 ù F 
(3) |T(e) +r(3) 20 -T) —"() SE LÉ 


T(x)+T (5) (2) 2 5) —1() Ar : logr—1. 


Les formules (1) n’ont lieu que dans l'hypothèse de 
x >>1; d’ailleurs, pour former les inégalités (2), on a 
remplacé x par . 7 7 2 donc les formules (2) ne 
sont établies que dans l’hypothèse de x > 50. Mais 1l 
est facile de vérifier que les formules (3) ont lieu pour 
toutes les valeurs de x comprises entre 1 et 30, et, par 
suite, qu'elles ne présentent aucune exception. 

Des inégalités (3), combinées avec les inégalités (2) du 


n° 400, on déduit 
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La première de ces formules donne immédiatement une 
limite inférieure de ÿ(x); la seconde peut servir, comme 
on va le voir, à obtenir une limite supérieure. Pour cela, 
posons 


6 5 5 
f'læ Ex 5 Ar — 4 log6 log? x —- 4 logx, 
on aura 
2 I 5 
LP PRES LUA Los ane © CDS 2 PE ea PL 
fi (à) a + APYTE log? x 7 logx, 


on a donc 


ou bien 


h 4 : ‘ar L TU TE ER T 1 
en cl angeant successivement x en 6? G° 63° …..s Grri 1 


vient 


| Pr) f(x) (5) —#($) <Y (a) lé 


\ 


s, Tr F3 js 
| se. Ÿ (gra) Ra A (a) à 


Supposons maintenant que 72 soit le plus grand entier qui 


(8) 


IR se PART Z I 
mr — . 4 
vérifie la condition 6*=x; a tombera entre 1 et =; 


: x ’ . ; 
et, par suite, d (ax) sera Zéro; je dis en outre que 


x Ê 
— f (gra) sera moindre que 1. En effet, la valeur de 


La 
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) peut s’écrire ainsl : 


| 
na 
(a 








5 log6 D AR LE | 
— f(2) ESS bee — 4 l0g6 [loss —- s 1066) = 5 Nr 
d’où l’on conclut 
5 log6 
or) TER 
et, à plus forte raison, 
— f{z) Lt, 


puisque, 6 étant moindre que €”, log 6 est inférieur à 5. 
D’après cela, la formule (5) donne 


Ü 


ÿ(æ) — fr) <2 


et, par suite, 


6 5 5 
6 Lx M OR lo ee A ORNE 4 16 
)  ( JC 4 log 6 5 Â 5 
Les deux limites que nous venons de trouver pour la 
fonction b(x) vont nous permettre de trouver également 
deux limites de la fonction 8(x). 
Pour cela remarquons que la formule 


| 


4: 
2 


(z) —0(z) + 0(z) + 1z) +... 
donne 


y — ‘ à. L 7. 
(x) — pe) = 0x) + 0e) + 0(2) + 0e) +. 


Mots Lece or] Laet 06e] 


Or la fonction @(z) est positive ou nulle, et d’ailleurs 
elle ne peut croître quand z décroit; donc on a 


(7) 
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Mais on vient de trouver 
f (® 5 ï 5 
(8) | Res A ren ailes M rat : 


VERSA : logx — 1, 


et l’on en tire 


+ al h ï 5 
b(/ AE AS RE TEEE los 
| | | #(Vr) < 3 4e + GO r+Slogx +1, 
+ ER 
| MT AE 
4 


D 


donc on a, par les inégalités (7), 


6 + 5 
| O(x) 40 F Az = A xr° —— 4 log6 log? x + : log x + 2, 
(ro) | 1 F5 
| Da) Az — ae LE Tor — 3. 


Ainsi la somme des logarithmes de tous les nombres 
premiers qui ne surpassent pas x est comprise entre les 
limites 


Es 5 5 
= Aire Aa PERTE l0g°x + = logx + 2, 
2 


5 4 log6 
es Ne 5 À 15 
AREN RE rat A 


Determination de deux limites du nombre qui indique 
combien 1l Y a de nombres premiers compris entre 
deux nombres donnés. 


402. Soit m le nombre qui indique combien il y a de 
nombres premiers plus grands qu'un nombre donné Let 
qui ne surpassent pas un autre nombre donné L. La 
somme des logarithmes népériens de ces m nombres pre- 
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miers sera évidemment comprise entre log/etmlogL; 
on aura donc . | 

O(L)— 0{1) >> mlog!, 

O(L)—0{i) mlogL, 


et, par conséquent, 





MLEUONRALIUEUU) 
" fT log TES le LT 
mais, d’après les inégalités (10) du n° 401, on a 
“ | # 
G(L)—0(7) A (3 tas ) LEA EL - 25 ë) 
5 5 
+- (2 log? L + log?2) + 5 (2 log L + 3 log) +5 
5 log 6 L cL 4 Ê 
6 EU A 
o(L)—6( > AL > —A(TL + 
_— Fee (log? L +2 log?) — ï (3 logL + 2 log/) — 5; 
8log6‘ ° * 4 Ê F | 


donc 


6 à 12 D ) a : 2 ) 5 
NE L—)—A(r Le )+ : FT L+log*7)+ PAS CS PR 














| 5 5 
| log / 6 
6 re ARE < 5 
A(L— z 1) in A(T | é —À)- 8 logé (log® L+ 210p°7)— Sel toi 9 
: log L î 


So LE log L 


Ces formules donnent ainsi deux limites entre lesquelles 
tombe la quantité m2 qui désigne combien 1l y a de nom- 
bres premiers plus grands que let qui ne surpassent 
pas L. La deuxième de ces formules montre qu’on trou- 
vera plus de # nombres premiers entre les limites let L, 
si la condition suivante est satisfaite, savoir : 


6 "5 JR L 5 D 
rh me LA CENRP TN SM MRe ee 2 9 2 ps ei n 2] NES 
AL =) (= L é) Bioge (€ L+ 2 log* {) RCE + 2 og ) 


Tnt D 
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et, comme l'est 0 et <[L, on vérifie cette inégalité en 








faisant 
/ GE V'ARUE 15 L 25 
MAN Eee 7 Blog6 08 RU 
TRS En DES 


d’où l’on tire 

5 . 25 7125 25 
l[—=>L—2L"—- ————— log L — =—|—+4)\logL— PE Fo 

6 16Al0g6 ©? a ) ÿ GA 
Ainsi, en prenant pour / cette valeur, on est sûr derou- 
ver plus de k nombres premiers entre / et L. Il est bien 
entendu que Let L sont supposés plus grands que 1. 

En faisant À — 0, on conclut de ce qui précède qu'il y . 

a au moins un nombre premier entre / et L, si l’on prend 


25 log? L 125l0gL 25 


ñ 4 
3 1 DST ESS ME MN 
. $ 16A log6 24 A GA 


7 6 
Application des résultats qui précèdent. 


403. Des résultats que nous venons d'obtenir il est 
aisé de déduire la démonstration de la proposition dont 
nous avons parlé au n°398. Effectivement, nous venons 
de voir qu’il y a au moins un nombre premier entre les 
limites 


16A loz6 2,4 À GA 


donc il sera établi qu’il y a au moins un nombre premier 
entre les limites a et 2@— 2, si l’on prouve qu’on peut, 
par une valeur convenable de L,, satisfaire aux deux iné- 
galités 

2a—92 > EL, 


+ MVSOIORL 125 logL 25 
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Or on vérifie évidemment la première de ces inégalités 
en prenant 
L—=9a—3, 


Quant à la seconde, elle devient, pour L' == 24 — 5 


25log (2a—3) 


5 ART 
AS ES EP TT UT 


r25log(2a— 3). 25 
24 A GA’ 


— 


ce qui est exact pour toutes les valeurs de a qui sur- 
passent la plus grande racine de l'équation 


{ 





5 = _  25log’(2x —3) 

D RE Galet à 
125 log(2xr — 3) Dore 
2.4 À GA? 


or on trouve que cette plus grande racine est comprise 
entre 159 et 160; donc, siaest >>100,il ya nécessaire- 
ment un nombre premier compris entre a et 24 — 72. A 
l'égard des valeurs de a inférieures à 160, la proposition 
peut se vérifier immédiatement au moyen des Tables de 


nombres premiers. 


at © QE 





EE 6h80, 280 AT 100 1349 à 


(RTERT TETE à LEE PATIO soi 


L 
a à if 
: LA + . 
fut 
r 


s 4 + 
n n « ve L à en 2-1 ét + SR a] ‘ 
| DURE ls DE L TRE FUSTA ETS! 


ot Were. 


Re Ares A AL 11 Er (44 ps Mas + be 


s'ê - 7] [4 f è 


Je 0 ve OST M Te emessinS taie 58 née 
# : à tn ds Fr n + 
| és to . d'eté 14 an à : 
| PNR À EG ES COR RENÉE LS 10 vd 
x P'ÉFANÉENT ESA ET . triste 


ï F : ; 
x de 
* « 
= 
L 
\ 
j 
: i 
_ _. ave 
L : 
« : n 
k 
i 
\ 
1 \ 
{ . 
“ Ji k ( 
W Ù { ; 
4 14 | à 
’ 4 . . 
4 ? 
. (1 À l 
2% Le 
Î ” *: pr} x 
L Ê * T: 
1 
l ; 
’ 
fi re AA « Hé L 
FA CL AU 
[ 4 à , 
) : 24: 
ER ; 
‘ : c 
e A Ù $ ! 
É L 
CAE L . k 
ù 
| F 
LA 
y l ; 
Fee £ , À PU tp 
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SECTION IV. 
LES SUBSTITUTIONS. 


ee  —— 


CHAPITRE PREMIER. 


PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES SUBSTITUTIONS. 


Des permutations formées avec des lettres données, et 
des substitutions par lesquelles on passe d’une per- 
mutalion à une autre. 


404. Les permutations de n lettres 


D De res Ne ET 


sont les résultats que l’on obtient en écrivant ces lettres 
à la suite les unes des autres de toutes les manières pos- 
sibles, et l’on démontre dans les éléments d’Algèbre 
que le nombre total N de ces permutations est 


DLL Len ne 7 
Représentons par de simples lettres 
À: A;, À, .. Ax_1 


les N permutations dont 1l s’agit. L'opération par la- 


‘quelle on passe d’une permutation à une autre est dite 


une substitution (n° 230 ). Nous représenterons une sub- 

stitution en écrivant entre parenthèses la permutation de 

laquelle on part, et, au-dessus de celle-ci, la permutation 
16. 
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nouvelle qui doit la remplacer. Ainsi le symbole 


A: 
(a) 

désignera la substitution qui a pour effet de remplacer 
les lettres de la permutation A, par celles qui occupent 
respectivement les mêmes rangs dans la permutation À, ; 
les permutations À, et A, seront dites les termes de la 
substitution, À, sera le dénominateur et À, le numéra- 
teur. Il est évident que l’on peut choisir pour dénomi- 
nateur d’une substitution donnée l’une quelconque des 
N permutations. 

D'après cela, si l’on adopte A, pour dénominateur, on 
obtiendra toutes les substitutions en prenant successi- 
vement pour numérateurs les N permutations; ces sub- 
stitutions seront donc 


Ra Po RERO 


A , 
Ki représente ce qu’on appelle une sub- 


stitution identique, il indique la conservation de l’ordre 


Le symbole 


des lettres; il y a avantage à le comprendre parmi les 
substitutions, et le nombre de celles-ci sera dès lors 
égal à N. 

Nous représenterons souvent par de simples lettresS, 
T,... les diverses substitutions que nous aurons à con- 
sidérer. | 

Lorsqu'une lettre occupe la même place dans le nu- 
mérateur et dans le dénominateur d’une substitution, 
on peut la supprimer sans inconvénient. Ainsi la sub- 


stitution 
ce dbca... 
abcd... 
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peut s’écrire plus simplement 


dar; 
ÊrE ri) 


On dit qu'une substitution est réduite à sa plus simple 
expression quand on a supprimé dans ses deux termes 
toutes les lettres qui y occupaient les mêmes places. 


Des produits de substitutions. 


405. On nomme produit d’une permutation donnée 
par une substitution la permutation nouvelle que l’on 
obtient en appliquant la substitution à la permutation 
donnée. Ce produit se représente en écrivant la substi- 
tution à gauche de la permutation donnée. Considérons, 
par exemple, la substitution 


SRE 
AU) 


si on l’applique à la permutation A4, on produira la per- 
mutation À,, et nous écrirons en conséquence 


A 
SAUT (aa 


On nomme produit de deux substitutions données la 
substitution nouvelle qui produit le même effet que les 
substitutions données appliquées l’une après l’autre à une 
permutation quelconque. Ce produit se représente en 
écrivant la substitution qui doit être effectuée la première 
à droite de l’autre substitution. Ainsi le produit de la 


: : À k à A 
substitution S — ca par la substitution T — ét 
0 0 


À; A\. 
TS ou ) ie 


s’écrira 
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pareillement le produit de la substitution T par la sub- 
stitution S s’écrira 


?. P. 
S'TANOU (ia CE) 


S1 les deux produits ST et TS sont égaux, les substi- 
tutions S et T sont dites échangeables entre elles. I est 
évident que deux substitutions qui, réduites à leur plus 
simple expression, n’ont aucune lettre commune, sont 
échangeables entre elles. 

Le produit d’un nombre quelconque de substitutions 
S, T, U, V,... est le résultat que l’on obtient en multi- 
pliant la première substitution par la deuxième, puis le 
produit obtenu par la troisième substitution, et ainsi de 
suite ; 1l sera représenté par ... VUTS. 

S1 les substitutions qu'il s’agit de multiplier entre 
elles sont toutes égales à S, et que leur nombre soit égal 
à v, le produit est dit la puissance vière de S : celle-ci se 
représente par S’. 


HU ; ; A 
Lorsqu'une substitution identique, telle que WE 
I Il Il re 


figure dans un produit, elle peut être supprimée, et en 
conséquence il est naturel de la regarder comme égale à 
l’unité ; ainsi nous écrirons 


| 
ae de) RC 
À 0 


En outre, si l’on convient de regarder comme égal à 
l'unité le symbole S’, quand »v se réduit à zéro, quelle 
que soit la substitution S, il en résultera que la puis- 
sance zéro d’une substitution quelconque désignera une 
substitution identique. 


ns 


ns 





| 
| 


SECTION IV. — CHAPITRE I. 247 


Ordre d’une substitution. 


406. Soit S une substitution quelconque, la série des 
puissances de S, en partant de S° ou 1, sera 


CHAN QE Con Le 
et, comme le nombre total des substitutions est limité, 
si l’on prolonge suffisamment la précédente suite, on 


verra nécessairement se reproduire des substitutions 
déjà obtenues. Supposons que l’on ait 


Su+ — SG. 
comme le premier membre de cette égalité est égal à 


S’.S#, on peut écrire 
S' SH — 5, 


d’où il suit que la substitution $”, appliquée à une per- 
mutation quelconque, ne produira aucun déplacement 
des lettres; en d’autres termes, cette substitution est 


identique et l’on a 
S'—1. 


On conclut de cette égalité, quel que soit l’entier g, 
(SPC ES TE 1, 
et, en multipliant par la puissance r°*° de, 
S'7+7— Sr, 


Il résulte de là que la série des puissances de S est pé- 
riodique, et que la période se compose des substitutions 


LAS TIS MR AN, "STE 


Si l’on suppose que » soit le plus petit nombre tel que 
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S'— 1, les termes de la suite précédente seront effecti- 
vement distincts; car l'égalité S#+”— Sr entraînerait 
S"= 1, ce quin'a pas lieu, puisque » est inférieur à v. 

On nomme ordre d'une substitution S le plus petit des 
exposants y tels que l’on ait S'— r. En d’autres termes, 
l’ordre d’une substitution est le nombre de fois qu'il faut 
appliquer successivement la substitution à une permu- 
tation pour reproduire cette permutation. On voit que 
les seules puissances de S qui se réduisent à l'unité sont 
een Re Le La . 

Nous conviendrons d'étendre l'égalité SY7#r— Sr aux 


valeurs négatives de r; changeons donc r en —r, on 
aura 
Sr — Sr 


et cette formule définit ce que nous appelons puissances 
négatives d’une substitution S, le nombre q étant choisi 
de manière que vg—r soit positif. Si, en particulier, on 
pose 7 — 1, on pourra prendre q — 1, et l’on aura 


SVT 1: 


Les substitutions S et S-1 ont pour produit l’unité ; 
elles sont dites inverses l’une de l’autre. Si l’on a 


Hit 
s={#). 
A 
1 — 0, 
à =(}) 


S1 une substitution S est d’ordre y, la puissance pième 


on aura évidemment 


de S sera de l’ordre D 0 désignant le plus grand commun 


diviseur des nombres y et v. En effet, pour que l’on ait 
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(S*}x= 1 ou SZ 1, il faut que ux soit divisible par v, 


NE CU x 
ou æ par >; d’ailleurs, cette égalité a lieu en prenant 


y : y : 
TEE: Donc le quotiént ; représente l’ordre de St. 


On voit en particulier que si x est premier à y, S“sera 
de l’ordre v. Dans ce cas, si l’on pose 


mer NA 08 


la substitution S fera partie de la suite des puissances 
de T. En effet, si l’on élève à la puissance x l'égalité 
précédente, on aura 


D A NOT NT M TA 


y désignant un entier quelconque. Mais y et x étant pre- 
miers entre eux, on peut faire en sorte que les entiers æ 
et y satisfassent à l'équation ux—vy =1, et l’on aura 


alors 
SUR; 


Des substitutions circulaires. 


407. Soit 
Abe abat 


l’une des permutations des n lettres a, b, c, ...k, l; si 
l’on efface la lettre a qui occupe la première place, et 
qu’on l’écrive à droite de la dernière lettre [, on formera 
la nouvelle permutation 


AMC En AUS 


et la substitution par laquelle on passe de la permutation 
A, à la permutation A, sera 


A) = bc...Ala 
Ma abc. SE 
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Pour effectuer cette substitution, il suffit évidemment 
de diviser la circonférence d’un cercle en n parties égales, 
d'écrire aux points de division successifs les lettres de la 
permutation À, et de remplacer chaque lettre par celle 
qui vient prendre sa place quand on fait tourner le cercle 
autour de son centre, dans un sens convenable, d’un 
angle égal à la rime bartie de quatre angles droits. C’est 
pour cette raison que la substitution dont nous nous oc- 
cupons est dite circulaire. 

Ilest évident que l’ordre d’une substitution circulaire 
est égal au nombre n des lettres qu'elle déplace. En 
effet, chaque fois que le cercle dont il vient d’être ques- 
tion tourne d’une quantité angulaire égale à la nine par- 
te de quatre angles droits, la substitution s’effectue une 
fois. Or, pour ramener les choses à ce qu'elles étaient 
à l’origine, il faut que le cercle tourne, toujours dans le 


même sens, de 7 fois la niè"e partie de quatre angles. 


droits, et à ce moment la substitution a été effectuée n fois ; 
donc l’ordre de la substitution est égal à 72. 

On représente habituellement une substitution Circu- 
laire en écrivant entre parenthèses l’une quelconque des 
permutations dont les lettres rangées en cercle sont telle- 
ment disposées que chacune d’elles remplace la précé- 
dente par l'effet de la substitution. Ainsi l’on a 


DER AT 
us n)=(e DES SAR 4,1) = (0, Cr NUS HER 


\ 


Décomposition d’une substitution quelconque en cycles. 


A0S. Tuéorème 1. — 7oute substitution, si elle n’est 
pas circulaire, est le produit de plusieurs substitutions 
circulaires effectuces sur des lettres difiérentes. 


En effet, soit S une substitution quelconque ; exéCu- 





se 
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tons cette substitution. Soit a l’une des lettres qu’elle dé- 
place et qu’elle remplace par une autre lettre b; b elle- 
même se trouvera remplacée par une troisième lettre c, 
et, en continuant de cette manière, on tombera nécessai- 
rement sur une lettre f qui se trouvera rem placée par a. 
Or il est évident que les lettres que l’on a ainsi rencon- 
trées ont subi la substitution circulaire (a, b, c,..., f). 
En prenant une des lettres restantes, et opérant de la 
même manière, on formera un nouveau groupe de lettres 
qui auront subi une substitution circulaire, et l’on pourra 
continuer ainsi jusqu'à ce qu'on ait épuisé toutes les 
lettres que déplace la substitution S. 

Si l’on désigne par Co, Ci, C:,...1les diverses substi- 
tutions circulaires que nous venons d'obtenir, on aura 


Sr CCC 


formule qui exprime la valeur de S décomposée en fac- 
teurs circulaires. Ces facteurs sont dits les cycles de la 
substitution $S. Les cycles qui ne contiennent que deux 
lettres prennent le nom de transpositions (n° 235). 
Considérons, par exemple, la substitution 


1 


_ {hkdfbjageci 
TAbAGCOUEFENR Fo 


en opérant comme nous l'avons indiqué, on trouvera 
Sfar ha, Er, etes défi: 


Lorsqu'une substitution S ne déplace pas quelques-unes 
des lettres du système que l’on considère, ces lettres ne 
figurent pas dans la valeur de S réduite à sa plus simple 
expression, ni dans les facteurs circulaires dont $ est le 
produit. Si cependant on veut mettre ces lettres en évi- 
dence, on le pourra en introduisant dans S des cycles 
formés chacun avec une seule des lettres dont il s’agit, 
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et qui représentent évidemment des substitutions iden- 


tiques; ainsi, dans le cas d'un système de six lettres 
ER NERNE e, f, la substitution 


Le dcbaef 
ait abcdef 
pourra s'écrire 


S—{a, &)(b, e) [e) (f). 


409. Tnéorème II. — L'ordre d’une substitution quel- 
conque est égal au plus petit multiple commun des nom- 


bres qui expriment les ordres des cycles de la substi- 
tution. 


Soit 
de Core 


la substitution S décomposée en cycles. Si y désigne 
l’ordre de S, on aura | 
Set 
ou 
CC C...—1 


, 


car 1l est évidemment permis d'intervertir l’ordre {des 
facteurs circulaires de S#, Pour que la précédente égalité 
subsiste, il faut et il suffit que l’on ait 


Cr Le C=1, C—71 


; A DA D 


or, Si &, désigne l’ordre du cycle Co, les seules puis- 
sances de C, qui se réduiront à r ont pour exposants 
Lo; 240, to, .…: doncyestun multiple de «5. On voit de 
même que l'égalité S'— 1 exige que » soit divisible par 
les ordres &;, æ,... des cycles:C,;2 6168 s10PET 
Comme cette condition est d'ailleurs suffisante, l’ordre 


de S est précisément égal au plus petit multiple commun 
des nombres &,, CIN AR 
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410. Une substitution est dite régulière, lorsqu'elle 
est circulaire ou composée de facteurs circulaires d’un 
même ordre. Toute substitution qui n’est pas dans ce 
cas est dite irrégulière. 


THéorëME III. — La puissance père d’une substitution 
circulaire S d'ordre y est elle-méme circulaire si x est 
premier à y. Mais, si les nombres u et y ont un plus grand 
commun diviseur 0 supérieur à 1, S'sera une substitu- 
tion régulière composée de 8 cycles d'ordre + 

En effet, disposons, comme nous l'avons déjà fait plus 
haut, les v lettres de la substitution circulaire S aux 
points de division d’une circonférence partagée en v par- 
ties égales. La substitution S* aura pour effet de rem- 
placer chaque lettre par celle qui en est éloignée d’une 
quantité égale à pr fois la y°%° partie de la circonférence. 
S1 donc, partant de l’un quelconque des points de divi- 
sion et marchant dans le même sens jusqu’à ce qu’on soit 
revenu au point de départ, on considère les points de 
division de x en u, les lettres placées à ces différents 
points devront subir par l'effet de S* une substitution cir- 
culaire. Or le nombre x de ces lettres doit être tel, que le 


produit de pr . par x soit le plus petit multiple possible 


de 27, ou, en d’autres termes, tel que x soit le plus petit 
des nombres divisibles par y; si donc 0 désigne le plus 


. - Ÿ% 
grand commun diviseur des nombrespet y, on aura x — + 


Il résulte évidemment de là que la substitution S' est le 
produit de 8 substitutions circulaires renfermant chacune 


V . ° 
3 lettres. Si g et y sont premiers entre eux, on a0 =1 


et la substitution S* est circulaire. 
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ExemPze. — Considérons la substitution circulaire du 
sixième ordre 
S A px b,c,d, €, Th 


les puissances de cette substitution seront 


S haie esdief}s 

S'sscilagente ) le, 70 
a, d)(bYe)(c;f); 
NC) (, F5 di 
is CHAT AT US 

SEUL 


Se 





A1. Taéorime IV. — Réciproquement, toute substi- 
Lulion régulière est une puissance d'une substitution cir- 
culaire. 


En effet, soit la substitution régulière 


Dur bi, DEX gi) (@&s Do, SA SSI 82). (a bo, ces 8) 


: PURE à ; 
composée de @ cycles d'ordre nv il est évident que, si l’on 
fait 

Gisela DR Dash bases EU 


on aura 
Sr 


Décomposition d'une substitution donnée en facteurs 


primitifs. 


412. Les propriétés qu'il nous reste à établir dans ce 
Chapitre sont dues pour la plupart à Cauchy, qui les a 
fait connaître dans le tome III de ses £xercices d’_Ana- 
lyse et de Physique mathématique. 

Soit S l’une quelconque des substitutions que l’on 
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peut former avec 7 lettres. Décomposons l’ordre » de S 
en facteurs premiers, de manière que l’on ait 


DR ONE eh 


x, 6,7, ... représentant des puissances de nombres pre- 
miers inégaux. Désignons par y le quotient de v par #, 
c’est-à-dire le produit 6y..., et par pm un entier quel- 
conque positif ou négatif. Les nombres & et y’ étant pre- 
miers entre eux, on pourra trouver deux entiers positifs 
ou négatifs x et p' tels, que l’on ait : 

l- 


! 
FER 
/ 
== vx+ ap ou = — +; 
» ce 


(4 


pareïllement, si l’on désigne par v”le quotient de y paré, 
on pourra trouver deux entiers y et u” tels, que 


x , 7 
= "y + 6u” ou he fut: 

on aura par suite 

PA NE TE 

= — + — + TP 

V G ” 
et il est évident que, si le nombre y est égal à 1, on 
pourra faire p”— 0. En continuant ainsi, on mettra la 


. [€ 
fraction : sous la forme 
V 


x Z 
Lau TE nl vi 
y 72 6 ” 


Lo Vers e ÉtANL des entiers. L'égalité précédente a lieu, 
quel que soitp.; et en faisant p — 1, on aura 


Y % v 
1= — X — be RE me OU 
« 6 ” 


D'après cela, la substitution donnée S pourra s’écrire 


2: x+> + 34 Lx Lu gs 
Sise ST épi Lee Que MS. 


er? 
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et si l’on fait, pour abréger, 


y 
St PS DO SRE TR 


, CHR Er | 
on aura 
S — PQYR:..., 


La substitution S étant d’ordre y, or voit que P est de 
l'ordre «, Q de l’ordre 6, R de l’ordre 7, et ainsi de suite, 
D'ailleurs x, y, z, ... sont premiers respectivement à 
M0, ee donc PE NON PPS tT respectivement 
des ordres 46, 4720 

La fornfule précédente donne ainsi la valeur de S dé- 
composée en facteurs qui ont respectivement pour ordres 
les puissances de nombres premiers dant l’ordre de S est 
le produit, et il est évident qu’on peut écrire ces fac- 
teurs dans un ordre quelconque, puisqu'ils sont tous des 
puissances de la substitution S. 

Une substitution est dite primitive, lorsqu'elle a pour 
ordre un nombre premier ou une puissance d’un nombre 
premier. Si une substitution primitive est de l’ordre 
@æ — p”, p étant un nombre premier, l’ordre de l’un quel- 
conque de ses cycles qui est un diviseur de p* ne peut 
être que l’un des nombres 1, p, p?,..., pt. On voit 
par ce qui précède que toute substitution est décompo- 
sable en un produit de substitutions primitives échan- 
geables entre elles. 


ExempLe. — Considérons la substitution circulaire de 


six lettres 
S= (a, 6, c,d, e, f); 


l’ordre de S est ici égal à2%X3.Ona 
S—S,8-2— 3,54. 


en sorte que Set S' sont les substitutions primitives 
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dont S est le produit. On a 


lard ee |, 
D are. COOL | 


Des substitutions semblables. 


M3. Deux substitutions sont dites semblables entre 
elles quand elles offrent le même nombre de facteurs 
circulaires et le même nombre de lettres dans les cycles 
correspondants. 

Il résulte de là que deux substitutions circulaires de 
même ordre sont semblables; pareillement, deux substi- 
tutions régulières de même ordre sont semblables lors- 
qu’elles offrent le même nombre de facteurs circulaires. 


Taéorème. — S:S et S' désignent deux substitutions 
semblables, il existe une substitution P telle, que 
SRE PS Lou rS PSP: 

et réciproquement, s'il existe une substitution P telle, 
que la précédente égalité ait lieu, les substitutions S 
et S! sont semblubles. 

B 

Se | }: 
LA 


A et B désignant deux des permutations des 2 lettres « 


Soit 


MD RME Supposons que a; b,c..., K, l'repré- 
sentent ces mêmes lettres écrites dans un autre ordre 
quelconque, et soient A’ et B'ce que deviennent A et B 
quand on y accentue les lettres. Il est clair que toute sub- 
stitution S/ semblable à S pourra être représentée par 
B'’ 
: #5 (x) | 
Si, en outre, on désigne par P la substitution dont 
S. — Alg. sup., I. 17 
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l'effet est l’accentuation des lettres, on aura évidemment 


= ()=() «(= C) 


Il résulte de là que 


(5) 


. . A . A Là mo 
la substitution ii doit être effectuée la première; elle 
remplace les lettres de A' par celles de À, puis la deuxième 


substitution remplace À par B et la troisième B par PB’: 


on a donc 
f B' 


PS El ou S'—PSP-!, 


et, en multipliant à droite, de part et d’autre, par P, 
Si ETES" DS 
Réciproquement, si la précédente égalité a lieu, la sub- 
stitution S’est semblable à S. En effet, la substitution S 


Ÿ , LA B . , 
étant toujours représentée par (a et la substitution P 


A' B' , 
par ds | ou (a ): on a, par hypothèse, 
S= PSP 


= (5) (a) (= (Go): 


d'où il suit que S’est semblable à S. 

Corozzarre Ï. — La substitution PSP, semblable 
à S, s'obtient en exécutant la substitution P dans les 
cycles deS. 

En effet, il est évident que cette opération équivaut à 
l’accentuation des lettres, dont nous avons fait usage 
dans la démonstration qui précède. 


C2 
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Corozzaire IT. — Les produits ST et TS, que l’on 
obtient en multipliant entre elles deux substitutions quel- 
conques S et T, sont des substitutions semblables. 


LA 


SR POUIS 20: 


En effet, soient 


si l’on multiplie à droite par T1 la première de ces 
égalités, 1l vient 
SR PIRE 
et, en substituant dans la deuxième égalité, 1l vient 
O= TPE”; 
d'où il suit que les substitutions P et Q sont semblables. 


ExempLe. — Supposons que, le nombre des lettres étant 
six, on fasse 


AS cd eo Etat cifd,e, fi. 


on aura les deux substitutions semblables du cinquième 
ordre 


Riad, Neo a, c, e, d, bjr}: 


Du nombre des substitutions semblables à une 
substitution donnée. 


14. Le nombre des lettres que l’on considère étant 
représenté par 7, soit S une substitution contenant 77, 
cycles de l’ordre 7,, m, cycles de l’ordre n°, ..., enfin 
m, Cycles de l’ordre 74; on aura 


n—= Mint E Ms lasse Mo lg) 


chacun des nombres 72, n2, ..., n pouvant se réduire 
à l’unité. 

Nous commencerons par chercher lenombre desformes 
distinctes que l’on peut attribuer à la substitution S 
décomposée en cycles, sans déplacer les parenthèses qui 


x: 
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renferment chaque cycle et sans altérer, en conséquence, 
lé nombre des lettres contenues dans un facteur circulaire 
de rang déterminé. Il est clair que les seuls changements 
que l’on pourra faire ainsi sans altérer S consisteront à 
échanger entre eux les facteurs circulaires d’un même 
ordre, ou à faire passer successivement à la première place, 
dans chaque facteur circulaire, une quelconque des Îet- 


tres contenues dans ce facteur. On voit, d’après cela, : 


que le nombre M des formes diverses que l’on peut at- 
tribuer à S est 


MT ot) LD SA Mel re PA M) ne ne. 


Soit maintenant 9 le nombre des substitutions dis- 
tinctes S, S’, S/, ... semblables à S. Si l’on écrit succes- 
sivement chacune de ces substitutions sous les M formes 
distinctes qu’on peut lui attribuer sans déplacer les pa- 
renthèses, puis qu’on supprime ces parenthèses, on for- 
mera M9C permutations. Mais il est évident que, par ce 
procédé, aucune permutation des 7 lettres n’a été omise, 
et l’on a, en conséquence, 


JUN RS LEE DE DR ANR mme 
d’où 





Des substitutions échangeables entre elles. 


415. Deux substitutions qui se réduisent à des puis- 
sances d’une même substitution sont échangeables entre 
elles ; la même chose a lieu évidemment pour deux sub- 
stitutions qui n’ont aucune lettre commune. Mais il im- 
porte de connaître la condition générale à laquelle doivent 
satisfaire deux substitutions échangeables ; c’est ce dont 
nous allons nous occuper. 
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Soient S et T deux substitutions que nous supposons 
échangeables entre elles; on aura 


STATS. ou:  S== TST-!. 


Nous avons vu que la substitution TST-! se déduit de 
la substitution S en exécutant dans les cycles de celle-ci 
la substitution T'; donc, pour que les substitutions S et T 
soient échangeables entre elles, 1l faut et il suffit que la 
substitution S reste la même quand on exécute sur les 
lettres de ses cycles la substitution T. En conséquence, la 
substitution T ne peut produire sur S que des échanges 
entre des cycles d’un même ordre, et, dans un même 
cycle, le simple déplacement qui permet d'amener une 
lettre quelconque à la première place, sans altérer l’ordre 
circulaire des lettres du cycle. Chacun de ces échanges 
dont nous venons de parler, entre des cycles d’un même 
ordre, équivaut, s'il n’est pas circulaire, à plusieurs 
échanges circulaires effectués simultanément sur des 
cycles différents. Soient (C6), (Cu); --., (G)Ldes 
cycles de même ordre qui doivent être ainsi échangés 
circulairement. La substitution T peut avoir, en outre, 
pour effet, comme nous venons de le dire, le déplace- 
ment qui permet d'amener une lettre quelconque à la 
première place dans chacun de ces cycles; mais l'arran- 
sement Co par lequel se forme le cycle (GC) ayant été 
choisi à volonté, on peut toujours prendre, pour former 
le cycle (C), l'arrangement C, que la substitution T doit 
mettre à la place de G; pareillement, pour former les 


cycles suivants (Co), +. (C,_,), on peut choisir les 
arrangements Co, +..; C,_, qui se substituent respec- 
tivement à C,, Co, .-., CG, Quant au dernier arran- 


gement C,_,, il ne sera pas en général remplacé par Co, 
mais par un autre arrangement C' tel, que les cycles (Co) 
et (C',) soient identiques. 
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Il résulte de là que, si l’on pose 


CG ÉMG 
PSN GPMONA ATEN QC 0 


et que l’on désigne par P’et Q, P’et Q", ... des substi- 
tutions analogues à P et Q, mais relatives à des lettres 
différentes, on aura nécessairement 


SE ppp PET O0 
Pet Q, P'et Q’, Pet Q”,... étant des couples de sub- 


stitutions échangeables entre elles, dont le nombre peut 





se réduire à l’unité. J 


_416. Nous sommes ainsi ramenés à étudier les deux 
substitutions P et Q; la première est une substitution 
régulière, et on va voir que la deuxième l’est aussi. 

Soit 1 l’ordre des cycles de P; pour plus de clarté, 
nous représenterons les lettres qui figurent dans un 
même cycle par un même caractère affecté des indices 


\ 


0,1,2,...,(1—1); posons donc 


Ci tottide ai a; 


Cho 0 HR DS 


Citer tiienes 
Cu = fo fi fe fa. Ji 


et convenons, en outre, que l’un des caractères a, b, …, 
e, f affecté de l'indice ig + «& désignera la même lettre 
que s1 l'indice était réduit au reste à de la division de 1q+a 
par &. D’après cette convention, nous pouvons poser 


L 
C, = de Lots loto. ee ot 


lorsque le nombre p est zéro, on a C, — GC et alors, si l’on 


pose 
(Gr) = (a, b: CE, 3 CE) Je) 


7 $ 
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on aura évidemment 
Q— (Go) (Gi) (G2).. (Gi) 


Mais supposons que p ne soit pas nul. Comme dans le 
cas que nous venons d'examiner, la substitution Q rem- 
placera chacune des p—1 premières lettres de l'arran- 
gement 

az Os ct. - € fe 
par celle qui la suit; quant à la dernière lettre f:, elle 
sera remplacée par &:,,, et chacune des u — 1 premières 
lettres de l’arrangement 


Aie Peter » » Cp Jée 


sera remplacée par la suivante, tandis que la lettre f:., 
le sera par &:3» CL ainsi de suite. Le cercle se fermera 
nécessairement, mais cela ne pourra arriver que quand 
on aura rencontré la lettre fi,a13. dont l'indice est tel 
que Àp soit divisible par £. On voit, d'après cela, que l’on 
obtiendra un cycle de Q en écrivant à la suite les uns 
des autres les À arrangements | 


dE+—1)e* * : e+01)et 


Désignons ce cycle par Gx; il reste à trouver le nombre 
des cycles Gx. 

Or À est, par définition, le plus petit nombre entier 
tel que Àp soit divisible par 1; Àp est donc le plus petit 
commun multiple de p et de t, et par suite, si l’on ap- 
pelle 8 le plus grand commun diviseur de p et de 1, on 
aura 


nie 
Ge 
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a 
chacun des cycles G: contenant 5 lettres a, leur nombre 


total est égal à 9, et l’on aura évidemment 
Q—(G)(6G:) (Ga). (Go). 


De ce qui précède on peut conclure une règle très- 
simple pour obtenir les expressions des deux substi- 
tutions échangeables P et Q. Le nombre p étant pris 
arbitrairement et @ désignant toujours le plus grand 
commun diviseur de p et de à, formons le tableau 


y ts + ., AE +01 
b:, br, de Cr Besson, 

CS | 
42 CEtis ee 0 CE+0—1; 


JE, He …., frs, 


composé de y lignes horizontales et de 8 colonnes ver- 
ticales; désignons par 


as 
ee, Ube, …., C£3 JE 


les arrangements formés par les lignes horizontales et 


par 
SEE PE MER PAS 


les arrangements formés par les lignes verticales, on aura 
les expressions suivantes des cycles de P et de Q : 


GC ES bo y 0 .. (3 1)0, 
C, EEE Vo Vos LIDET ss V1 )0 


Cu | Co0 pe C(R—1)0 


pl 
Cia mess f, $, EX $ .S(—1)05 
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et 
G re AÙ, M, JU, - tee eiels OÙ (11 )e 
G: = AU, JU +1 Mse+1 eo JÙ (i—1)0+1 


Goo == D 1107 OÙ 240 étalée A-9+(1—1)e 
Go —= JAI 1 DTERErE . JT p_1+ (1 )e 


Le nombre total j des lettres de chaque cycle G est 


Ji dre. 


i 


Sip—i, ona)—71et}—p; ce cas de p—1 équivaut 
à celui de p — o que nous avons examiné à part; 1l est, 
comme on le voit, compris dans le cas général. 

Si p est un diviseur dei,ona dE: 

Si pet & sont premiers entre eux, On à O— rest 

La substitution Q est formée des 8 cycles (G) con- 
tenant chacun Àu lettres; elle est par conséquent de 





l’ordre Au ou _ On peut former sa puissance BAIL 
era de l’ordre À. On déduit des expressions des 
cycles (G:) 

(Go )* — (Go; os gps +++) an—1}e) (Bo, pe, ….) ba-1)e)- (Jo 1? se 29 ARS: 


(Gi) — (ar, Gers + 20e) 
X (Ba, UZRRE DLL base) (Ji Jet .…. fa-ne#1) 





(G5-1 tre (ass, Ao+d—19 A (4 )e40-2 
rs (O1 D,y01; LE ba-1e+01).. (751 ont .….) NE TENE 


Les cycles contenant les lettres a qui figurent dans le 
produit 
P#— (Go) (Gi). (Go )* 
constituent évidemment une substitution régulière qui 
est la puissance p du cycle (CG). En étendant les mêmes 


266 COURS D ALGEBRE SUPÉRIEURE. 


conclusions aux cycles formés des lettres D, c, ..., on 
obtient la formule 


(Go) (Gi )#. . . (Gus Je — (Co }e (Cu }e. . . (Cu 1 }e 
ou 
ReETOE 


417. Comme application prenons 
Co = &o dj & 43 dy A5) 
C; FE bo b, b, by b, b;, 
G = C1 Co C3 Cr C5 
Ge di dididd, 4: 


On a ici 


20, NE 


» 
Prenons p — 4, et par suite 


on aura 
ob — dE Arr;, OI: — dE De CE de, 


Go = (Go; bo, Co» dos dy b,, Cys dy, dos D, Co, da}, 
Gi (as, b,, Ci dis An Os, Css ds, 3, b:, ca, ds). 
Les deux substitutions P et Q ont pour expressions 
P =— Co C, C: Ca, 
Q ST Go G:, 
et 1l est aisé de vérifier que l’on a 
ne Q= (&o, ais &) (a, CET az) (Bo b,, ba) (bi, bs, b;) 
XX (cos Cu Ca) (C1 Css Cs) (do, d,, d;) (d, ds d3). 
On a d’ailleurs 
EQE= OP =— (@o, b;, C:, ds, &, D, Ci, ds, &y, ds, Co d;) 


X (a, bo, C3 d,, ds, D, Cÿs do; ds; Dos C1 d:). 


Remarquons d’ailleurs que la substitution P étant 
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du sixième ordre, de l'égalité évidente 
ps = Q, 
on déduit 
PE Q?. 


Une remarque semblable s'applique au cas général. 


On a 
PESIQ"S 


et par conséquent, æ étant un entier quelconque, 
pre =— Q7*. 
Déterminons cet entier x par la congruence 
xp==0 (mod. L}s 


toujours possible puisque Ÿ est le plus grand commun 
diviseur de » et de i. On aura, la substitution P étant 


d'ordre 1, 
pre — p° 1 


et par suite 
p! — Or 


De cette équation on déduit encore, en se rappelant 
t 
que Q est de l’ordre L 
(x + De pe 
Pt — Q: 4 J 


n étant entier. 
D'ailleurs, l’entier x étant défini par la congruence; 


xo—=0 (mod. i) 


x si (mod. :) 


: è 
sera premier avec 6° 


ou 
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, . 
Les deux nombres x, ; ‘tant premiers entre eux, on 
pourra toujours déterminer un entier n de telle manière 
u à : 
que X + Le SO1L premier avec 0. Nous pourrons donc 
toujours supposer que dans l'équation 
J PP q q 
p! — Q7# 


ô et x sont premiers entre eux. 


AS. L'analyse précédente, qui nous donne la compo- 
sition de deux substitutions échangeables S et T, doit 
nous présenter les deux cas dont nous avons fait mention 
au n° 415, savoir le cas où les substitutions S et T ne 
déplacent pas les mêmes lettres, et celui où S et T sont 
des puissances d’une même substitution. Le premier de 
ces deux cas se présente quand l’une des deux substi- 
tutions P et Q, P'et ©’, P'et Q", ... se réduit à 
l'unité. Or, pour qu’il en soit ainsi à l'égard de P et 67 
il faut et il suffit évidemment que l’un des nombres z et 7 
soit égal à l'unité. Quant au deuxième cas, il est facile 
d'établir cette proposition : 


Pour que les substitutions P et Q soient des puissances 
d'une méme substitution, il Jaut et'il suffit que les 
nombres LL et 0 n'aient aucun diviseur commun autre 
que l'unité. 

Supposons que l’on ait 


(1) PERS OESRE 


la substitution R sera circulaire, car les lettres ;, 
Asus c++ 4,71 doivent figurer dans un même cycle 
de R, puisqu'elles constituent un cycle de R° ou P; 
pareillement les lettres az, b:, .. ., f: figurent dans un 
même cycle de RŸ ou Q; donc elles appartiennent, 
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dans la substitution R, au même cycle que les lettres 
précédentes. Ce cycle renferme donc toutes les ui let- 
tres; en conséquence, la substitution R est circulaire et 


d'ordre mi. D'ailleurs R* est de l’ordre i, R° de l’ordre 
LL s : OR TE 
ns par suite « et 5 sont respectivement divisibles par g. 


et par 0 (n° 406). Si donc u et 0 ont un diviseur com- 
mun à supérieur à 1, æ et 5 admettront ce diviseur, et 
si l’on pose 

œ—04%, 6—00:, 
puis 

R'—= R, 

on aura 

DER AIRO ZE RIES 


ce qui est impossible, puisque la substitution R’ n’est 
pas circulaire. Les équations (1) exigent donc que x et 0 
soient premiers entre eux. 

Supposons cette condition remplie. Nous avons vu 
que, dans l'égalité 

Pi — Q74: 
on peut supposer x premier à 0; 0 sera donc premier 
à æp et l’on pourra trouver deux nombres entiers u, t, 
tels que | 
u0+ixru—=1; 


et si l’on pose 


BR = P‘ (QU 
on aura 
PR O0 Lie 
Exewpze. — Considérons les deux substitutions 


es (&o; Ulis As As dy) as) (Bo, bi, Vo, Os, Ds, b:) (Co C5 Cas Cas Cho CS)» 


Q — (@o, Pos Cos bus Cus Gay Vas Ca) (rs bi, Ci, @s, by, Css A5, Ds, Ca). 





Onaiciu—=3,i=6,p—=4, 0—2. 
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Le nombre x défini par la congruence 


æp=—=4 (mod. i) 


a pour valeur x ——1; on a donc 
P+ — G%, Pi— Oo 
et en posant 
A ErOE (&s, Ds, Cy, 1, O0, Cs, Qo, b,, Cos A3 b:, Cis dns ba, Ca, 5, b,, C3 


on trouve 
QÉSRSPERE 

419. Supposons maintenant que l’on demande le 
nombre des substitutions échangeables avec une substi- 
tution donnée S. Soit T une telle substitution, on aura 

Se rENTEE 
et nous avons vu que la substitution TST-! s'obtient, 
quel que soit T, en exécutant la substitution T dans 
les cycles de S; donc il y a autant de substitutions T 
satisfaisant à l'équation précédente qu’il y a de manières 
différentes d'exprimer S sans déplacer les parenthèses 
qui entourent les cycles, c’est-à-dire sans altérer le 
nombre des lettres contenues dans chaque cycle. Ce 
nombre est précisément celui qui a été représenté par M 

au n° 414, et qui a pour valeur 


M (152.40) Po re EE V2 TRE) TN 7 nu: 


1 (2) 


m; désigne le nombre des cycles d'ordre 7; dans la substi- 
tution S, et z étant le nombre total des lettres, on a 


N— Mi + Mono He + Myllye 


420. Nous terminerons l’étude des substitutions échan- 





geables entre elles, en démontrant deux propositions 
importantes qui nous seront utiles dans la suite. 


TaéorÈme 1. — Si T, U, V,..., W sont des substi- 
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tutions échangeables avec une substitution donnée S, 
le produit TU, ..., obtenu en multipliant entre elles 
plusieurs des substitutions T, U,...,sera également une 
substitution échangeable avec S. 


En effet, on a, par hypothèse, 
T—STS—+, U—SUS-!, 
et, en multipliant, 
TU = STS—! SUS-!; 


les deux facteurs consécutifs S et S7! peuvent être 
remplacés par leur produit r dans le second membre; 
on a donc 


PU STUS PMOLMIEU SC TU << STE, 


ce qui montre que la substitution TU est échangeable 
avec S. On en conclut immédiatement que toutes les 
substitutions de la forme TUV... sont pareillement 
échangeables avec S. 


A9. Taéorème Il. — Si m désigne un nombre pre- 
mier avec l'ordre d’une substitution donnée S, il existe 
des substitutions qui satisfont à l'égalité 


( I ) St — TST—! : 


et leur nombre est précisément égal au nombre des 
substilutions qui sont échangeables avec S. 


Remarquons d’abord que l'égalité Sn — TST-! ne 
peut avoir lieu que si m est premier avec l'ordre de S, 
car les substitutions TST-! et S sont ‘semblables et, 
en conséquence, du même ordre; d’ailleurs S et S” ne 
peuvent être du même ordre que si m est premier avec 
l’ordre de S. 

Cela posé, soient (C) l'un quelconque des cycles de S 
et (T)—(C})" la puissance mième de ce cycle; 1l_est 
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évident que l'égalité (1) sera satisfaite si l’on prend 


LÀ. 
j Het — Me C ; 


à ; : ; À x 
(a désignant, pour abréger, la substitution qui rem- 
place tous les arrangements C par les correspondants F; 
en effet, la substitution OSO71 s'obtient en remplaçant 
les arrangements C contenus dans les cycles de S par 
les correspondants l'; on a donc 
S"— SO. 

D'après cela l'égalité (1) peut s’écrire 
(2) IST 06e 
et si l’on multiplie à gauche par O7! et à droite par O, 
elle prend la forme 
(84 @-!'TST-16 — S; 
enfin, si l’on pose 

Ti 6 Laid'oils PENSE 
l'égalité (3) se réduit à 
OUT 

d’où il suit que U est une substitution échangeable avec S. 

Il résulte de là qu’on obtiendra toutes les solutions de 
l'équation (1), en multipliant par l’une d'elles © toutes 


les substitutions échangeables avec S; le nombre de 
celles-ci est donc égal au nombre des substitutions T. 


Exempze. — Pour donner un exemple de ce théorème, 
reprenons les deux substitutions 
PEN; dj, Ars 43) (boy bi, De, bs) (Co C5 Ga Ca); 


Q— {0 bp; lCps 2,102 C2) (a, bises Ci 3 ba, cs) 
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que nous avons déjà considérées et qui sont des puis- 
sances d’une même substitution. Si l’on veut déduire 
de Q une substitution Q” telle, que 


De CHROME 


il suffira de multiplier Q par la substitution dont les 
deux termes sont respectivement les arrangements qui 
constituent P3 et P; on voit de suite que cette substitu- 
tion est 

O— (4;, a) (b:, bs) (ec 
et l’on a 


GÆ=8Q— (&o, DOC Ge; be, C2) (as, D, C1) (as, b;, cs} 


Réduction d'une substitution quelconque à un produit 
de transpositions. 


422. Toute substitution est équivalente à plusieurs 
transpositions. En effet, comme nous l’avons déjà dit 
au n° 239, si, par l'effet de la substitution S, la lettre a 
doit prendre la place qui est occupée actuellement par b, 
il est évident que la substitution S équivaut à la trans- 
position (a, b), jointe à une substitution S’ qui ne 
déplace que les lettres b...; en d’autres termes, on a 


SD (a, b); 
\ 
on peut raisonner sur S comme on vient de le faire 
‘sur S, et, en continuant de lamême manière, on décom- 
posera S en un produit de transpositions. 

On peut réaliser une substitution S de plusieurs 
manières différentes, par le moyen de transpositions 
successives; mais, quelle que soit la marche que l’on 
aura suivie, le nombre des transpositions employées 

S.— Alg. sup., I. 18 | 


LI D 
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sera toujours le même à un multiple de 2 près. Cela va 
résulter du théorème suivant : 


Tuéorème. — Si o désigne le nombre des cycles 
d’une substitution S, relative à n lettres, le produit TS 
ou ST , obtenu en multipliant entre elles la substitution S 
et la transposition T, sera une substitution dans laquelle 
le nombre des cycles sera 5 Æ1, savoir : a+ 1 si les 
lettres de T appartiennent à des cycles différents deS, 
et os —1 dans le cas contraire. 


Soit 


et supposons que les lettres a, b; appartiennent à 
deux cycles différents de S, savoir : 


CE la pas 2 art N'OSE 
Si l’on exécute la substitution S sur l’arrangement 
Cid, 4e; ba DUO 
on obtiendra le nouvel arrangement 
as aa 0) Nom 


et, si l’on applique à celui-ci la transposition T, on 


obtient . 
A A3. . 


o 


La; bi bo à: :à0° AL 


J 
en comparant cét arrangement à celui d’où l’on est parti, 
on trouve 
ECC EE EN PE UE ONE b;); 
la substitution TS renferme donc un cycle de moins que 


la substitution S, et la même chose peut se dire de ST 
qui est semblable à TS. 
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Supposons maintenant que les lettres a;, b, fassent 
partie d’un même cycle C de S, et soit 


Cds UCE .…..., js Os, ba; tuer b;). 
Si l’on applique la substitution S à l’arrangement 


FÉLNRE D PEU LA LU LEE IE LUE 


on obtient 
Ag Az... cn Da bas b;a;, 


et, en faisant la transposition T,, il vient 
dy sein dy di 0303. 2 6; 01, 
d’où 1l suit que l’on a 
Re 7 ai dibbs bu: Bb; 


donc la substitution TS renferme un cycle de plus que 
la substitution S, et la même chose a lieu, en consé- 
quence, à l'égard de la substitution ST. 


Remarque. — Il est évident qu’il faut tenir compte, 
pour l'exactitude du théorème, des cycles qui se réduisent 
à une seule lettre. 


Corozraire. — Si o désigne le nombre des cycles 
d'une substitution S formée avec n lettres, et que cette 
substitution puisse étre obtenue en multipliant entre 
élles et dans un certain ordre y transpositions égales ou 
inegales, on aura 


== (re 3e c) +24, 
k étant un nombre entier. 
En effet, la première transposition peut être regardée 
comme une subsütution formée de 7 — +1 cycles, l’un 
du deuxième ordre et les 7 — 2 autres du premier ordre; 


donc, en la multipliant par la deuxième transposition, on 
18. 
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obtiendra une substitution qui sera formée de 7 —1—Æ1 
cycles; ce premier produit, multiplié par la troisième 
transposition, donnera un nouveau produit dans lequel 
le nombre des cycles sera zñ—1+1ir, et ainsi de 
suite; en sorte que, après avoir exécuté la multiplication 
des y transpositions, on se verra conduit à l'égalité 


GER ENT SON DR L EN I CENES 


dans laquelle le nombre des unités positives ou négatives 
ajoutées à 7 sera égal à v. Or, si l’on donne le signe — à 
l’une des unités qui doit avoir le signe +, on diminue 
de 2 unités le second membre de notre égalité. Il s'ensuit 
donc que l’on a 


c—œn—v+24 où v—(r—06)+24, 


et, en conséquence, le nombre des transpositions suc- 
cessives [par lesquelles on peut effectuer une substitu- 
tion donnée S est toujours de même parité, quelle que soit 
la marche que l’on suive pour former les transpositions. 


493. On peut, d’après cela, distinguer en deux genres 
les N—1.2...n substitutions formées avec » lettres. 
Le premier genre comprendra les substitutions qui 
équivalent à un nombre pair de transpositions, tandis 
que celles qui équivalent à un nombre impair de trans- 
positions constitueront le second genre. 

Soient 

SAS te on 
les substitutions du premier genre, parmi lesquelles 
figure l’unité, et 
À A AGE a PRE x 


celles du deuxième genre. Il est évident que ces dèux 
suites se changeront l’une dans l’autre, si on les multiplie 
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EL - TL ? , N 
par une transposition (a, b); par conséquent, il ya s 
substitutions de l’un et de l’autre genre. 
On peut aussi énoncer les résultats suivants : 


Une substitution circulaire est du premier ou du 
deuxième genre, suivant que son ordre ou Le nombre 
de ses lettres est impair ou pair. 

Le produit de plusieurs substitutions est du premier 
ou du deuxième genre, suivant que le nombre des fac- 
teurs du deuxième genre est pair ou impair. 

Les puissances paires d'une substitution quelconque 
appartiennent au premier genre. 


278 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 





CHAPITRE IF. 


PROPRIÉTÉS DES SYSTÈMES DE SUBSTITUTIONS CONJUGUÉES. 


A! D , 
Des systèmes conjugues. 


4924. Étant données plusieurs substitutions formées 
avec n lettres, si, en les multipliant une ou plusieurs 
fois les unes par les autres ou par elles-mêmes, dans un 
ordre quelconque, on n’obtient jamais que des substitu- 
tions comprises dans la suite des substitutions données, 
celles-ci constituent ce que Cauchy a nommé un système 
de substitutions conjuguées, ou simplement un système 
conjugué. Il est évident que tout système conjugué com- 
prend la substitution égale à l’unité. 

L'ordre d’un système conjugué est le nombre des 
substitutions qu’il renferme. 

Il résulte de ces définitions que les N=1:1.2...n 
substitutions que l’on peut former avec n lettres consti- 
tuent un système conjugué d’ordre N, et que les puis- 
sances d’une substitution quelconque d’ordreyconstituent 
un système de substitutions conjuguées d’ordre y. 


4925. Taéorime. — $S1 toutes les substitutions d'un 
système conjugué L' d'ordre u sont comprises parmi les 
substitutions d’un autre système conjugué G d'ordre m, 
le nombre p. sera un diviseur de m. 


En effet, désignons par 


(x) His S45 S 25 93 ..  P 
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les y substitutions du système T'; ces substitutions appar- 
tiennent à G, par hypothèse, et l'on a mp. Soit T, 
l'une des substitutions de G qui n’appartiennent pas au 
système |”, c’est-à-dire à la suite (1); si l’on multiplie, 
à droite, par T, les termes de cette suite, les produits 
(2) ue ca en Se AR 


que l’on obtiendra, seront compris parmi les substitu- 
tions du système G; d’ailleurs, deux quelconques àe ces 
substitutions (2) sont évidemment distinctes et aucune 
d'elles ne saurait appartenir à la suite (1). Pour établir 
ce dernier point, il suffit de remarquer que l'égalité 
S;T, —Sjentrainerait T, — D Ho cequl estimpossible, 
car le produit S7°S; appartient nécessairement au Sys- 
tème T, tandis que, par hypothèse, F, ne fait pas partie 
de ce système : 1l résulte de là que l’on a M—24, OÙ 
m>> 2p . Sim est égal à 2p, le théorème est démontré; 
soit donc m>> 2, et désignons par Te l’une des substi- 
tutions de G qui n’appartiennent à aucune des suites (1) 
et (2). En multiphant à droite par T2 les substitu- 
tions (1), on obtiendra 4 substitutions nouvelles, 


(3) ARS D ST MSULSL UT 


qui appartiendront au système Gr; elles seront distinctes 
entre elles et distinctes des substitutions (1); en outre, 
elles sont distinctes des substitutions (2), car l'égalité 
S;T,—=S;T, entraînerait T,=S;'S;T,, ce quiestcontre 
l'hypothèse, car le produit S5'S;T, fait évidemment 
partie des substitutions Nos ll résulte de là que mn = 3 
oum>>3p. Il est clair que l’on peut poursuivre de cette 
manière jusqu à ce que l'on ait épuisé toutes les substi- 
tutions du système G, et que l’on aura en conséquence 


mb 


q désignant un nombre entier. 
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Remarque. — Le système conjugué G a été ainsi par- 
tagé en g suites de substitutions, 


Te S4, So, FORT 

Le, S1T:, S2 T1, ONCE PE SRE VE 
NN PA ARS AREA 

s LAS re ouate bee bise ele eh et  SUe Te . , 
Ty, SEM Sa T1 LETE St Ty, 


dont la première seule constitue un système conjugué. 
Pour former ce tableau, sur lequel repose notre raison- 
nement, nous avons successivement multiplié, à droite, 
par les substitutions T,, T,, ..., T,_, les substitutions 
du système FF; mais il faut remarquer que l’on aurait 
pu procéder d’une autre manière, et que la démonstra- 
tion aurait pu être faite en employant des substitu- 
LOns Lis Pet UÜ,_, du système G, comme multi- 
plicateurs, à gauche, des substitutions du système T. 
En procédant ainsi, on aurait décomposé le système G 
en g suites formées chacune, comme les précédentes, 
de uw substitutions et qui sont 


T, 51 S2 A € Sy 19 

Lis i ULS HS RS NE I TTES 
Ùs  LUSSP RU SON CRT 
OR M ENONCE PTE RE à ; 
U;-; U,_ S1 U, S2, CHAINE Ü,-: Sud 


chaque substitution U étant choisie parmi les substitu- 
tions de G qui ne font pas partie des lignes horizontales 
déjà formées. 


426. Le théorème que nous venons d'établir conduit 
à des conséquences importantes, qui sont contenues 
dans les corollaires suivants : 


ES 


Corozzarre I. — L'ordre d’un système de substitutions 
y 





qe 
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conjuguées formées avec n lettres est un diviseur du 


produit N=1:.2.3...n. 


En effet, les substitutions du système proposé appar- 
tiennent au système conjugué de l’ordre N qui comprend 
toutes les substitutions. 


CorozLarre II. — L'ordre d’un système de substitu- 
tions conjuguées est un multiple de l’ordre de l’une 
quelconque des substitutions du système. 


En effet, les puissances de l’une des substitutions d’un 
système conjugué appartiennent toutes à ce système ; 
d’ailleurs, ces puissances constituent un système con- 
jugué dont l’ordre est égal à celui de la substitution; donc 
cet ordre est un diviseur de l’ordre du système proposé. 


CororzammEe ÎII. — Le nombre n des lettres étant 
supposé premier, tout système conjugué d'ordre n se 
compose des n puissances d'une substitution circulaire 
d'ordre n. 


En effet, l’ordre d’une substitution quelconque du 
système doit diviser n; il se réduit donc à r ou à #. 


ConozLarre IV. — Si deux systèmes conjugués 0 ffrent 
des substitutions communes, celles-ci constituent un Sys- 
tème conjugué et leur nombre est en conséquence un 
diviseur commun des ordres des deux systèmes donnés. 


En effet, soient 


toutes les substitutions communes à deux systèmes con- 
jugués. Toute substitution S, obtenue en multipliant 
les précédentes entre elles ou par elles-mêmes, appar- 
tient à la fois aux deux systèmes proposés; el, comme 
ceux-ci n’ont que les  substitutions communes (1), al 
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est évident que la substitution S se trouve comprise 
parmi elles; ces substitutions communes constituent 
donc un système conjugué. 


Des systèmes semblables et des systèmes échangeables 
entre eux. 


427. Considérons un système de substitutions con- 
Juguées 


(a) I, S1» Sa TP TATE UT 


on a vu que LTSTT! et S sont deux substitutions sem- 
blables, quelle que soit la substitution T, et que, pour 
former la substitution TST-1, il suffit d'effectuer la sub- 
stitution T dans les cycles de S ; il en résulte que les 
substitutions 


(2) LOTS TE TSET- +, ON PTEMNEES 


constituent un système conjugué. On peutaussi vérifier 
immédiatement ce fait, en remarquant que le produit 
d’un nombre quelconque de substitutions prises dans la 
suite (2) est de la forme TS,S,... S,TT!, et par suite 
de la forme TS;T-!, puisque lessubstitutions (1) forment, 
par hypothèse, un système conjugué. 

Les systèmes conjugués (1) et (2) seront dits sem- 
blables (*); il peut arriver que ces deux systèmes coïn- 
cident, et alors on a, quel que soit 1, 


TS/ETP ENS) 2 OUT S ERA 


par conséquent, on obtient les mêmes résultats en mul- 





(*) M. Betti a donné aux substitutions (2) le nom de dérivées des sub- 
stitutions correspondantes (1); T est la dérivante, et le système (1) est 
alors le dérivé par T du système (1). 
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tipliant les substitutions (1) par T, soit à droite, soit à 
gauche. 

Considérons maintenant deux systèmes de substitu- 
tions conjuguées, 


SA Pr Vera LANCE Sat 


r 
CEA A à A TER PERTE 


] 


nous dirons que ces deux systèmes sont échangeables 
entre eux lorsque tout produit de la forme T';S; sera en 
même temps de la forme Sy Tr. Si l’on a j —Jj, quels 
que soient t et j, le premier des deux systèmes propo- 
sés coïncidera avec le système semblable que l'on en 
déduit en multipliant ses substitutions à gauche par T; 
et à droite par T;*. Si l’on a en même temps L't NEA 
quels que soient 1et, deux substitutions quelconques, 
prises dans les deux systèmes proposés, seront échan- 
geables entre elles. 


Du problème général qui fait l’objet principal de la 


théorie des substitutions. 


498. Le problème général que l'on a en vue dans la 
théorie des substitutions peut être énoncé dans les termes 
suivants : 


Quels sont les systèmes de substitutions conjuguées 
que l'on peut former avec n lettres données ? 


La solution de ce problème serait, pour l’Algèbre, de 
la plus haute importance; aussi Lagrange et, après lui, 
plusieurs géomètres éminents se sont-ils occupés de 
cette question difficile. Mais, malgré leurs efforts, ils 
n’ont pu atteindre le but proposé, et la Science ne possède 
aujourd'hui sur ce sujet qu'un peut nombre de propo- 
sitions générales que nous allons établir 1c1. 
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Parmi les systèmes de substitutions conjuguées que l’on 


peut former avec » lettres données, nous connaissons :! 


1° le système qui comprend les N—1.2...7 substitu- 
tions; 2° les systèmes que l’on forme en prenant toutes 
les puissances d’une substitution quelconque. Nous les 
rappelons ici, afin de présenter un ensemble complet des 
résultats acquis. 


499. THéorëme I. — Parmi les N—1.0...n substi- 
tutions que l’on peut former avec n lettres données, 
celles qui équivalent à un nombre pair de transpositions 


constituent un système conjugue d'ordre —; etil n'existe 
2 


\ . Fr L# N 
aucun autre système conjugué du méme ordre =. 
2 

La première partie du théorème est évidente. Nous 
avons vu, en effet, que si l’on multiplie entre elles plu- 
sieurs substitutions du premier genre, c’est-à-dire plu- 
sieurs substitutions dont chacune équivaut à un nombre 
pair de transpositions, on obtient pour résultat une sub- 
stitution du premier genre. 

Pour établir la seconde partie, soit 
(1) 1, TD pe Dar Das Se TION 


der 
2 


: ! ; N A. ; 
un systènre conjugué d’ordre Multiplions à gauche et 


à droite les substitutions de ce système par une substi- 
tution quelconque T, nous obtiendrons les produits 


(2) TPS ESS AUUPETESR 


— +1 


et 
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Si T fait partie du système (1), les suites (2) et (3) for- 
meront des systèmes conjugués identiques à (1); mais, 
si T n’est pas compris dans le système (1), chacune des 


suites (2) et (3) se composera, comme on l’a vu précé- 
N EL 40 € 1 , 

demment, des - substitutions qui n'appartiennent pas 
2 


au système (1). Dans tous les cas, les suites (2) et (3) 
offrent les mêmes substitutions, et l’on a,en conséquence, 
quel que soit :, pour une certaine valeur de 7, 


PSS Dog TSTT = S;; 


d’où il résulte que le système (r) renferme toutes les sub- 
stitutions semblables à l’une quelconque de celles qui y 
sont contenues. Ce système ne renferme donc aucune des 
transpositions ; car autrement il les renfermerait toutes, 
et son ordre serait égal à N, ce qui est contre l'hypothèse. 

Supposons que T désigne maintenant une transpo- 
sition, les suites (1) et (2) comprendront toutes les 
N substitutions des » lettres, etces substitutions ne feront 
que s’échanger entre elles, si on les multiplie par une 
transposition U. Oril est évident, d’après ce qui précède, 
que, par cette multiplication, la suite (1) se transformera 
dans la suite (2); donc à son tour la suite (2) se changera 
dans la suite (1), ce qui montre que la substitution UT 
fait partie du système (1). Ce système comprend ainsi 
toutes les substitutions que l’on obtient en multipliant 
deux transpositions entre elles, et il renferme, en consé- 


N , > rt LA $ 
quence, les - substitutions qui équivalent chacune à un 
2 
nombre pair quelconque de transpositions. 
A ° , » N 
CorozLairRE. — Le système conjugué d'ordre a r'en- 


ferme toutes Les substitutions circulaires d’ordre impair, 
et il n'en renferme aucune d'ordre pair. 
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En effet, toute substitution circulaire d’ordre p équi- 
vaut à p — 1 transpositions,; on a 


(&o; Aj, Any vs &p1) So (ao AN) (&o, Gps). (as, a) (&o ai). 


430. Tuéorëme Il. — Si un système conjugué ren- 
ferme toutes les substitutions circulaires dont l'ordre 
est un nombre donné p égal ou inférieur à n, l’ordre 


27 + , N 4 
du système conjugue est N ou nt Cet ordre est toujours 
égal à N sp est pair. 


Le théorème est évident, dans le cas de p = 2; carle 
système proposé contient toutes les transpositions et son 
ordre est égal à N. Dans le cas de p—3, le système pro- 
posé renferme la substitution circulaire 


(@, dos &3) = (ai, as) (a, &2) 


L 


des trois lettres données à,, a, a3 et il contient aussi la 
substitution 


(an aa) =, at an 


si, le nombre 7 étant supérieur à 3, a; désigne une lettre 

L2 . \ L] L2 LL 
nouvelle. Le produit de la première substitution par la 
seconde est 


(as, a) (a, 2) 
et ce produit doit figurer dans le système proposé. Donc 
celui-ci renferme toutes les substitutions qui équivalent à 
un nombre pair de transpositions, et son ordre est ainsi 


. 72 \ N . . . 
au moins égal à —; d’ailleurs cet ordre est un diviseur 
). 


4 


® ’ L4 A N \ 
de N, par suite il est égal à — ou à N. 
> 


Le cas de p >3 se ramène facilement au cas de p=3. 
En effet, soient a,, a, a, trois quelconques des lettres 
données, et posons 


+ HET PEL 
T — {a pa;sagh= lai, ai) les al 





On re 





= 
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Soit aussi 


— 
PA (@;, 2; D b3, snD se à ER as) 


une substitution circulaire d'ordre p formée avec les 
lettres a;, &, a3 et p—3 autres lettres données b,, 
Der Der Onatra 


(a, &)S — (a) (as, b,, 65, ..., b as}, 


SON Dites 
et, en multipliant, à gauche, par (&;, a), 
P > A8 » P > , 


TS — (a, az, da, 04, Ds, ..., b,). 


27 


Par hypothèse le système proposé renferme toutes les sub- 
stitutions circulaires d'ordre p : donc les substitutions TS 
et S-! doivent y figurer ainsi que leur produit T, qui est 
l’une quelconque des substitutions circulaires formées 
avec trois des lettres données. 

Si le nombre p est pair, le système proposé comprend 
les produits de transpositions, en nombre impair, qui 
équivalentaux substitutions circulaires d'ordre p ; l’ordre 


T 


de ce système est donc supérieur à —; et, en consé- 
3 | 


quence, il est égal à N. 


431. Taéorëme II. — Une substitution quelconque T 
étant formée avec n lettres, les diverses substitutions 
des mémes lettres qui sont échangeables avec T consti- 
tuent un système conjugué. 


En effet, soient 


1 58 Or cr SE: 


les M substitutions échangeables avec T', parmi lesquelles 
figure évidemment l'unité. Nous avons vu que le produit 
de plusieurs de ces substitutions est lui-même une substi- 
tution échangeable avec T; ce produit fait donc partie de 
la suite précédente, et, en conséquence, celle-ci forme un 
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système conjugué d’ordre M: Ce nombre M a pour va- 


leur (n° 414) 


M=(r.3..m)(ri2 ma (2 ms 7 re 


# 10] 


m; désignant le nombre des cycles de T qui sont de 
l’ordre n,. On tient compte des cycles formés d’une seule 
lettre, en sorte que l’on a 


A Ml EE Mots +. + Mo No 


Ainsi en particulier avec un nombre z de lettres égal à 
mi7,, On peut former, par le précédent théorème, un 
système conjugué d’ordre 


1249 PC re 
ExempPLe. — Dans le cas de 
RO ENS ra 0 


on pourra former deux systèmes de substitutions conju- 
guées dont les ordres seront respectivement 1.2.3 x 2% 
ou 48, et 1.2 X 32 ou 18. 


432. Tuéorème IV.— Une substitution quelconque T 
étant formée avec n lettres, les diverses substitutions S 
telles, que le produit STS-! se réduise à une puissance 
deT, constituent un système de substitutions conjuguées. 


Le nombre des substitutions qui satisfont à l'égalité 
SISTI TE, 


dans laquelle : représente un nombre donné premier à 
l’ordre de la substitution T,, est égal (n° 421) au nom- 
bre M des substitutions échangeables avec S. Si donc on 
désigne par y le nombre des substitutions S qui satis- 
font à la précédente égalité, lorsque 2 cesse d’être un 
nombre donné, et par o(u) le nombre qui indique com- 





| 
| 
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bien il y a de nombres premiers à l’ordre y de la substi- 


tution ‘T', on aura 
v= My(p). 


Cela posé, soient 

(1) SONO AT PLACES 

les substitutions qui satisfont à la condition imposée par 

l'énoncé du théorème. Je dis que le produit de deux 

quelconques des substitutions (1) fait partie de la même 

suite, etque celle-ci constitue en conséquence un système 

conjugué d'ordre ». Considérons, en effet, les deux sub- 

stitutions S4, S2; on a par hypothèse 

(2) SAS eeauTt, ou SH rs, 

(3) SAIT d'ou SHRÉT 5 

en multipliänt à gauche par S, l'égalité (3), 1l vient 

(4) SSII SS 

et, en élevant l'égalité (2) à la puissance j,a on 
ATOS LS MP SUES, el, 

c'est-à-dire 

(5) TS ET Von SET TES;; 

en vertu de cette égalité (5), la formule (4) donne 

(6) SST—T}S,S:, ou (SLS2) TS, ST, 


d'où il suit que la substitution S, S2 fait partie de la 
suite (1), comme on l'avait annoncé. 


433. Soient e l’un des nombres premiers à p, et 0 l’ex- 
posant auquel e appartient relativement au module p. 
Au lieu de former la suite (1) avec toutes les substitu- 
tions S, qui satisfont à l'égalité 


STSTi=— T', 
S. — Alg. SUP:; Il. 19 
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où £ a une valeur quelconque, si l’on prend seulement les 
substitutions $ qui satisfont à la même égalité en impo- 
sant la condition que 1 soit congru, suivant le module y, à 
une puissance de e, les substitutions de la suite (1) forme- 
ront encore un système conjugué. Effectivement, si l’on 
suppose que dans les égalités (2) et (3) : et j désignent 
deux puissances de e, le produit 1j sera lui-même une 
puissance de e, et, en vertu de l'égalité (6), le produit S, S: 
appartiendra à la suite (1). On peut donc énoncer le théo- 
rème suivant : 


Tuéorëme V. — Üne substitution quelconque T, 
d'ordre p, étant formée avec n lettres, si l’on forme 
toutes les substitutions S telles, que le produit STST! se 
réduise à une puissance de T, dont l’exposant soit 
congru, suivant le module p, à une puissance d'un 
nombre donné e appartenant à l'exposant 8, par rap- 
port au module y, les substitutions S constitueront un 
système conjugué d’ordre 8M. Lorsque le nombre pr 
admet des racines primitives, 0 peut étre un diviseur 


quelconque de œ{u). 


Ce théorème V comprend le théorème IIT comme cas 
particulier ; il se confond avec celui-ci quand on faitô—1 
ét, parisullé, exe Mais il ne comprend pas le théo- 
rème IV, parce qu’il n’existe pas en général de racines 
primitives pour un nombre composé. Cette extension du 
théorème IIT a été indiquée par M. C. Jordan, dans un 
Mémoire qui fait partie du XX XVIII Cahier du Journal 
de l'Ecole Polytechnique. 


Corozzaire 1. — On peut former, avec n lettres, des 
systèmes de substitutions conjuguées d'ordre no(n) et 


, IL 7 L AA: 
d'ordre dar t étant un diviseur convenable de n. En 


particulier, si n est un nombre premier, on peut former 
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un système de substitutions conjuguées dont l’ordre soit 
égal à n(n re 1) ou au quotient de ce nombre par un 
diviseur quelconque TEE, 


Ce corollaire résulte immédiatement des théorèmes IV 
‘et V, en supposant que T y désigne une substitution cir- 
culaire d'ordre 7. 


CorozzarRe II. — On peut former, avec n —1 lettres 

, 4 . » J 7 
données, un système conjugué d'ordre o(n) ou RE) . 

4 JUS , 
Considérons en effet le système conjugué qui contient 

, \$ Jusue q 
ñn Te + . : 

nœo(n) ou ai substitutions de » lettres, et dont il est 
question dans le corollaire précédent. Pour former ce sys- 
tème, on part d’une substitution circulaire T, d'ordre 7, 
et l’on prend les substitutions S qui satisfont à une éga- 
lité de la forme STS='— Ti, Or, du mode de formation 
de ces substitutions S, il résulte que, pour chaque valeur 
de à, il existe une substitution unique S, qui ne déplace 
pas une lettre donnée a. Donc le système que nous consi- 


n KES $ k 
dérons renferme p(n) ou aid) substitutions qui ne dépla- 


cent que 7 -—1 lettres; il est évident que ces substitutions 
‘constituent un système conjugué. 


434. Dans le cas de 7 —6, si l’on choisit d’abord : 
pour T une substitution régulière formée de deux cycles 
du troisième ordre, on pourra former, par le théo- 
rème IV, un système de substitutions conjuguées dont 
l’ordre sera 1.2 x 32? X 2 ou 36. Si l'on prend en second 
lieu, pour T, une substitution circulaire du sixième 
ordre, on pourra former, par le théorème V (corollaire I), 
un système conjugué d'ordre 6 >< (6) ou 12. Soit 


Ré hr ee def) 
19. 
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la substitution circulaire choisie; le système conjugué se 
composera : 1° des six puissances de T, 


1, T, T2, Té, T4, To; 
2° des six substitutions du deuxième: ordre suivantes : 


(a, B)(e, f)(de), (a c)(d, f)(6)(e), 
(a, d)(b, c)(e, f), (a, e)(b, d)(e)(f), 
(a, f)(B,;e)(e, d), (8, f){c, e)(a)(d); 


si l’on désigne pars l’une quelconque de ces six dernières 
substitutions, on a STS-: — T5 ou (ST) = 1. 


435. Tuéorëme VI. — Si deux systèmes de substitu- 
tions conjuguees 
Li TOO UT 
T, PE Le, . . Te 


formees avec n lettres, et dont Les ordres sont respecti- 
vement pet v, sont échangeables entre eux et offrent 
aucune substitution commune, Les substitutions 


151. NS SIMS ARE CRORES 
T;; Ti Si) T, 2) OT) T; Su1 7 
TANT SE LS EE DRE 


Ty; T,_ 54; OC Lea Sy—1 9 


OU 
ï, 1 9 ro br Sir 


T;, S, T;, So T,, . + - ] Di Le 
Ts, AS AT MST AE RESTES 


Ts S1 Len CRUE) Su T_:, 


obtenues en multipliant les substitutions de l’un des 
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systèmes par celles de l’autre, formeront un système 
conjugué d'ordre pv. 

En effet, si l’on prend plusieurs termes dans l’un quel- 
conque des deux tableaux, et qu’on les multiphe entre 
eux, on obtiendra un produit composé de facteurs T et 
de facteurs S. Mais, par hypothèse, on peut intervertir 
l’ordre de deux facteurs consécutifs S et T, à la condition 
de modifier, s’il y a lieu, leurs indices, puisque l’on a, 
quels que soient z et 7, 


ST; = T; Sr et Si Su Dre 


en outre, le produit de plusieurs facteurs S ou T consé- 
cutifs se réduit à l’une des substitutions désignées par S 
ou T ; donc le produit que nous avons formé est de l’une 


ou l’autre forme 
EU PA PSE 


et, en conséquence, il fait partie des substitutions com- 
prises dans chacun de nos tableaux. D'ailleurs, deux 
substitutions prises dans le même tableau sont diffé- 
rentes, car l’égalité 

5 bé S ; — Tr S ;! 
entraine 

S;S;'=TrT;"; 


le premier membre appartient au système S, le deuxième 
au système T; en outre, ces deux systèmes n’ont que le 
seul terme commun 1; ils’ensuit que l’on a 


S;Sr 1, RSS 
c’est-à-dire 


SH Sr Ty — Te 


Chacun de nos tableaux comprend donc py substitutions 
distinctes, lesquelles constituent un système conjugué. 
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Corozzaire 1. — $5 les substitutions S et T d'ordres 
respectifs p el y sont échangeables entre elles et n’ont 
aucune puissance commune autre que l'unité, on Jor- 
mera un système d'ordre pv en multipliant les p puis- 
sances de S par les y puissances de T. 


En effet, dans l'hypothèse admise, les deux systèmes 
conjugués 
HS OLA LAS TES 
LT TE. ee UE 


remplissent les conditions exigées par l'énoncé du théo- 
rème précédent. 


CorozLaIRE IT. —$S% plusieurs substitutionsS, T,U, …, 
d'ordres respectifs p, v, p, ..., sont échangeables entre 
elles deux à deux, et si l'égalité 


STADE ET 


ne peut avoir lieu que pour i=y, ] = V, RCE 
formera un système conjugué d'ordre pvp... en mul- 
tipliant les puissances de S par celles de T, puis les 
résultats obtenus par les puissances de U, et ainsi de 
suite. 


Remarque. — Si l’on pose 


P — (5 Ayo.) Gora) (80 PRE PR M {fer s…. OR À 
Q— (&o; AU er (a, Gin We . * (Gp1, 8 Q—1s » « 1e: + 


pour que S et T soient des substitutions échangeables 
entre elles et que ces substitutions n'aient aucune puis- 
sance commune autre que l'unité, il faut et il suffit 


(n° 417) que l’on ait 


SAUT 0) 
ou 
D == PP'PE. MAUR O0 0e 
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P’ et Q’, P'et Q/, ... désignant des substitutions for- 
mées de la même manière que P et Q, mais avec des 
lettres différentes. 

Considérons, {par exemple, le cas de six lettres. Si 
l’on fait 


S—(a,b)(c,d)(e,f), T=(a,c)(8, d)(e)(f), 


on obtiendra un système conjugué du quatrième ordre 
qui se composera des quatre substitutions 


TES HE AL: 


436. ExAMEN D'UN CAS REMARQUABLE QUI RENTRE DANS 
Des vméonmEs Ver VI. —— Le.cas: dont il s’agit ici est 
celui du système de n(n—1) substitutions conjuguées 
dont il est question dans le corollaire I du théorème V, 
lorsque le nombre n des lettres est premier. 

Soient 

PT ET RD MANS PTE 
les » lettres données, et supposons, comme au n° 416, 
Que Anqg+r désigne la même lettre que a,. Le système que 
nous considérons sera formé de toutes les substitutions S 
qui satisfont à une égalité de la forme 


GTS TE, 


dans laquelle T désigne une substitution circulaire 


d'ordre n. Soit 
T=— (&o, js Moy ve.) an) 


cette substitution. Le nombre # étant premier et à dési- 
gnant un nombre quelconque non divisible par n, T'sera 
une substitution circulaire d’ordre n, et l’on aura, par 
nos conventions, 


T'— [@o, Ajy Anais sr. CEATAE 


ou, en faisant passer une lettre quelconque axi à la pre- 
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mière place, 
LES [as Œ(p+i)is « .… Œ(n—1)is os jy ve CPI E 


Cela posé, chaque substitution S doit se former en pre- 
nant pour numérateur la permutation qui constitue le 
cycle de T?et pour dénominateur la permutation qui 
figure dans le cycle de T. Désignons par C cette dernière 
permutation, par (et C/ les permutations qui consti- 
tuent le cycle de T? lorsqu'on met à la première place 
&o et ay; respectivement. L'expression générale des sub- 
stitutions S sera 


= (e) (8) (5) 


On a évidemment 


C’ $ 
ia TA 
(e tre [&o; Akis Ærhis ce) Œ(n—1)#i] 40; 


a! L . Ce 
quant à la substitution Ë }» elle ne renferme pas la 


lettre & et l’on a 


À $ 
SN MON He D Lin 
— ° 
(8 CA AN RL 


Cette substitution a pour effet de multiplier par à les 
indices des lettres a; soit r une racine primitive pour le 
nombre premier 7, posons 


LE ADO 


et désignons par U la substitution qui a pour effet de 
multiplier par r les indices des lettres a : ilest clair que la 
puissance viéve de U multipliera ces indices par 7” oui; 


on aura donc 
( 
= Le: 
(ce) 


on voit en outre, à cause de 72=1—=1% (mod. 7), que U est 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
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une substitution circulaire de l’ordre 7 -- 1 dont l’ex- 
pression est 


U == (a, Apy App Any soie ap). 
Il résulte de là que, si l’on désigne par 2 un nombre tel, 


que l’on ait A=ki (mod. 7), la substitution S aura pour 
valeur 


(1) Sr TEUr: 


enfin, de l'équation 


STST' = le 
on tire 
STÉ SI — Ti T£ — SU, 
d’où 
T* S—1 — U— 
et 
(2) S — U'T*. 


Les formules (1) et (2) fourniront donc la même valeur 
de S, si les exposants 2 et k satisfont à la relation 


h == Âr": 


Chacune de ces mêmes formules donnera toutes les sub- 
stitutions du système que nous considérons en attribuant 
à A ouàkles n valeurs 0, 1,2, ...,n—1,et à y les mêmes 
valeurs, zéro excepté, ou, ce qui revient au même, 7 — ï 
excepté. En d’autres termes, le système dont nous nous 
occupons s’obtiendra en multipliant les substitutions 


EL A DRE DORE AE CEE 
à droite ou à gauche, par les substitutions 


pe RL A © CHEAP QE 





Exemrze. —— Considérons le cas de 7 = 5. Comme 2 
est ici racine primitive, on pourra former un système de 


n « 
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vingt substitutions conjuguées en multipliant entre elles 
les puissances des deux substitutions 


MR (&o, As do, A3, ay); U= (@1, do, dy; az); 
il est facile de vérifier sur cet exemple que la formule 
U” T4 U— — T4? 


a lieu quels que soient les nombres Æ et v. 


437. Tnéorème VII. — Ætant donné un système de 
n lettres, soient n, un nombre entier égal ou inférieur 
à n,et y— mn, un multiple de n, contenu dans n. 
Soient encore n, un nombre égal ou inférieur à m,, et 
mn, un multiple de n, contenu dans m,. Soient pareil- 
lement n; un nombre égal ou inférieur à m>, et ms n3 
un multiple den; contenu dans m2, .... On pourra tou- 
jours, avec lettres arbitrairement choisies parmi les 
n lettres données, former un système de substitutions 
conjuguées dont l'ordre sera n}n7°n7%..….. 


Ce théorème a été démontré par Cauchy, dans le Mé- 
moire que nous avons déjà eu l’occasion de citer. 

Prenons y — m, n, lettres parmi les 7 qui sont don- 
nées, puis distribuons-les en m, groupes ou arrangements 
composés chacun de », lettres, et que nous nommerons 
groupes de première espèce. Prenons ensuite ces m, ar- 
rangements pour composer les cycles de m, substitutions 
circulaires d'ordre 7,, que nous représenterons par 


(1) Pr, LEA P;, ON CH PP: 


Parmi les m, groupes de première espèce, prenons-en 
mans et distribuons-lesen m;, groupes de deuxième espèce, 
lesquels seront ainsi formés par la réunion de n, groupes 
de première espèce. Avec les 7, n, lettres de chaque 
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groupe de deuxième espèce, formons une substitution 
ayant pour effet de déplacer circulairement les groupes 
de première espèce contenus dans le groupe de deuxième 
espèce, et soient 


(2) Qi; Q>, Q:, 200) 0 
les m substitutions ainsi obtenues. Si G, C7, C7, ... 
désignentles arrangements ou groupes de première espèce 
qui composent un groupe de deuxième espèce, chaque 
substitution (2) sera de la forme 
Gi01 0 1 

1 


FOUTC 5 }4 où Le or 


elle a pour effet de remplacer chaque lettre de C par celle 
qui occupe le même rang dans C”, celle-ci par celle qui 
occupe le même rang dans C”, et ainsi de suite. Il résulte 
de là que les substitutions Q sont régulières et que cha- 
cune d’elles est formée de », cycles d'ordre 72. 

Parmi les m, groupes de deuxième espèce, prenons-en 
m;n;3 etdistribuons-les en m, groupes de troisième espèce, 
lesquels comprendront ainsi 7, groupes de deuxième 
espèce. Avec les 7, n°: n, lettres de chaque groupe de 
troisième espèce, formons une substitution ayant pour 
effet de déplacer circulairement les groupes de deuxième 
espèce contenus dans celui de troisième espèce, et soient 


(3) R;, R>, R;, Éeuie ne 


les m; substitutions ainsi obtenues. En reproduisant le 
raisonnement que nous avons fait à l'égard des substitu- 
tions Q, on prouvera que chacune des substitutions R est 
régulière, et qu’elle est formée de 7,7 cycles d’ordre 73. 
On peut continuer ainsi tant que l’on n'aura pas ren- 
contré l’unité dans la suite des nombres m1, m2, M3, .... 

Dans chacune des suites (1), (2), (3), ..., deux sub- 
stitutions quelconques n’ont aucune lettre commune, et, 
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par suite, elles sont échangeables entre elles. On ob- 
tiendra donc un système de substitutions conjuguées P 
d'ordre 7% en multipliant entre elles les rm, suites qui 
sont formées chacune par les 7, puissances de l’une 
des substitutions (1). Pareillement, on obtiendra de la 
même manière des systèmes conjugués Q,R, ..., dont 
les ordres seront respectivement n/':, n}", ..., au moyen 
des substitutions (2), (3), ... 

Je dis en outre que deux quelconques des systèmes 
ainsi formés sont échangeables entre eux. A cet effet, 
représentons les lettres contenues dans chacun des divers 
arrangements ou groupes d’une espèce quelconque par 
un même caractère a oub, ou c, ... affecté d’un indice 
variable ; alors celles des substitutions P, Q, R, . qui 
ont pour effet d'échanger circulairementles groupes d’es- 
pèces moins élevées contenues dans l’un des groupes que 
nous considérons pourront se déduire de celles qui se 
rapportent à un autre groupe, en changeant la lettre que 
nous sommes convenus d’affecter d'indices, mais en con- 
servant les mêmes indices. Si donc A et B désignent deux 
arrangements de i°®° espèce formés respectivement de 
deux lettres a, b, affectées des mêmes indices, et si l’une 
des substitutions P, Q, ... change A en A’, l’une de ces 
substitutions changera aussi B en B',les indices de b 
dans B’ se succédant dans le même ordre que les indices 
de a dans A’. 

Cela posé, soit V une substitution de l’une des 
suites (2), (3), . .. qui déplace circulairementles groupes 
À, B, C, D, ..., K de i"° espèce, contenus dans un 
groupe ABCD...L de(i+ 1)" espèce. Soit en même 
temps U l’une des substitutions (1), (2), (3), ... quine 
produisent de déplacements de lettres que dans l’un des 
arrangements À, B, ...,dans C par exemple. Supposons 
que U change C en C; d’après ce que nous venons de 
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dire, le système auquel Ü appartient renfermera une 
’ > q PR 

autre substitution U’ changeant aussi D en D’. Appli- 
quons successivement les trois substitutions U, V, UT! 


à l’arrangement 
ABCD...K. 


Par la substitution U, cet arrangement devient d’abord 
ABC'D..:K: 

il se transforme ensuite en 
BCD'...KA 


par la substitution V. Enfin, comme la substitution Ve 
change D’ en D, elle nous donnera l’arrangement 


ROERS AS 


que l'on aurait obtenu tout d’abord en appliquant la 
substitution V à l’arrangement primitif; on a donc 


UEMWUE=V "d'où VU = U'V. 


Il résulte de là que les systèmes conjugués P,Q,R, ... 
sont échangeables entre eux deux à deux. D'ailleurs un 
produit tel que V...RQP, formé avec des substtutions 
de ces divers systèmes, ne peut se réduire à l'unité à 

moins que tous ses facteurs ne se réduisent eux-mêmes 
à l'unité; car, s’il en était autrement, on aurait 


HARPO NE 


ce qui est impossible, puisque la substitution contenue 
dans le premier membre est impropre à déplacer les 
P FESE Ü 
groupes de lettres que VT' échange entre eux. On voit 
donc que l’on obtiendra un système de substututions con- 
| EL 
juguces d’ordre n}'nÿ"n%"...,en multipliant entre eux 


ICS evaiemes PO TE, + 1:. 


Conozzaire |. — Ætant donné un système de n let- 
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tres, soit p un nombre premier égal ou inférieur à n. 
Soient encore y —m;p un multiple de p contenu dans 
n; mp un multiple de p contenu dans m, ; m3 p un mul- 
tiple de p contenu dans m3... On pourra toujours, 
avec » lettres choisies arbitrairement, former un système 
de substitutions primitives et conjuguées d'ordre 


pren at /N,+e .. 


Ce corollaire résulte du théorème précédent, en y sup- 
posant; = n=n3—= ...—p. L'ordre dusystème con- 
jugué étant une puissance de p, chacune des substitu- 
tions du système a elle-même pour ordre une puissance 
de p, et en conséquence elle est primitive. 


CorozLaire Il. — Ætant donné un système de n 
lettres, soient p un nombre premier égal ou inférieur 
à n, y le plus grand multiple de p contenu dans n, 
et p* la plus haute puissance de p qui divise exactement 
le produit N=—1,2.3...n. On pourra toujours, avec 
y lettres prises arbitrairement parmi les n lettres don- 
nées, former un système de substitutions primitives et 
conjuguees d'ordre p#. 


Ce corollaire se déduit du précédent, en supposant que 
m,p soit le plus grand multiple de p contenu dans x, 
m,p le plus grand multiple de p contenu dans m,, et 
ainsi de suite. Dans cette hypothèse, la somme 


TT UN UNS sueie 


est évidemment l’exposant de la plus haute puissancede p 
qui divise exactement N — 1.2.3...7. 


488. Exemrze. — Considérons le cas de 2—6, et pre- 
nons p—2. La plus haute puissance de 2 qui divise 
exactement le produit 1.2.3.4.5.6 est 21 ou 16; on 
pourra donc avec six lettres former un système de seize 
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substitutions primitives et conjuguées. Soient a, b, c, d, 
e, f les lettres données : on pourra choisir pour les sub- 
stitutions P 


(a,6), (ed), (ef); 


la série des substitutions Q se réduit ici à une substitu- 
ton unique, et l’on peut prendre 


MR TA 


Le produit des quatre systèmes 


1, (ab) 
É fe, d) 
Ter 
Lautare)l ot) 


fournit seize substitutionsconjuguées, parmilesquelleson 
rencontre, outre l’unité : 1° trois transpositions, savoir : 


(ab), (cd), (ef): 


2° cingqsubstitutions régulières, formées chacune de deux 
transpositions, Savoir : 


(a,b)(c; d), (a, b)(e,f), (c d)(e,.f), 
RNA IN AIÉ 


3° trois substitutions régulières formées chacune de trois 
transpositions, Savoir : 


(a, è) (cd) (e,f), (ac) (8, d) (e,.f), (a, d) (8,c) (e,f); 


4° deux substitutions circulaires du quatrième ordre, 


SaVOIr : 
(a, d, b, TS (a, c, b, d); 


5° deux substitutions primitives du quatrième ordre, 
non régulières, savoir : 


(a, d,b,c)(e,f), (a,c,b,d){e,f\. 
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439. Taéorème VIII. — Si l’on a formé un système 
de substitutions conjuguées de m lettres dont l’ordre 
soit p, et un système de substitutions conjuguées de 
p lettres dont l’ordre soit 5, on pourra construire un 
système de substitutions conjuguées de n = mp lettres, 
dont l'ordre sera p?5. 


En effet, distribuons les mp lettres données en p 
groupes composés chacun de 7" lettres, et que nous re- 
présenterons par 


gs is gs nos dn—1: 
bo, bi, Ds, RCE Dr 


CON ON 00 CR JON DNS EN NC Le TEA Pa LR" DMC EC 


ko; k, ka, CAD: ASS 


Soit À un système de w substitutions conjuguées, 
formées avec les m lettres & qui composent la première 
ligne de ce tableau. Soient aussi B, C, ..., K les systèmes 
de substitutions conjuguées que l’on obtient en rempla- 
çant successivement dans À la lettre a par b, c, d, ..., 
k, sans changer les indices dont la lettre est affectée. 
Désignons enfin par 


PS VE Desae stars UE 
& substitutions conjuguées, formées avec les p lettres 
AO ee 1) ÉTIPUSONS 
GS SITES TT NES 
etnommons P le système conjugué d'ordre & 
ER pa A EE 


dont les substitutions ont pour effet d'échanger entre 
elles les lignes horizontales de notre tableau. 

Les systèmes À, B, ... K sont évidemment échangea- 
bles entre eux, et il est aisé de voir que leur produit est 
échangeable avec le système P. En effet, soient À une 








—— 


| 





| 
| 
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substitution du système À, et S une substitution de P; la 
substitution À, effectuée la première, déplaceraleslettres 
a et elle remplacera la première ligne du tableau par 


! ! ' ' 
im — 1? 


après quoi la substitution $ déplacera les lignes horizon- 
tales du tableau; seulement, si elle doit amener les let- 
tres à à la place de a, la ligne précédente sera remplacée 


par 
ORDER, A D 


0? 19 2 7 — 1? 


et, pour faire disparaître les accents, il suffira d'appliquer 
| la substitution B=!, B désignant ce que devient À quand 


on y remplace a par b. On voit alors que l’on a 
HDi De d'OounPA—- RP: 
Il résulte évidemment de là qu’en multipliant entre 


eux les p+1 systèmes À, B, C, ..…., K et P, on obtiendra 
un système conjugué dont l'ordre sera ue? ©. 


CorozzarrEe I. — On peut former, avec n — mp let- 
tres, ur système de substitutions conjuguées d’ordre 


Dr em) (te2:..p). 


Il suffit en effet de prendre pour À le système de toutes 
les substitutions formées avec lettres, et pour P le sys- 
tème de toutes les substitutions formées avec p lettres. 


Exempzes. — Dans le cas de 7—6, on peut faire 
D 5 0-2 oup—2,7—,9: On voit alors que Von 
peut former avec six lettres deux systèmes de substitu - 
tions conjuguées, dont les ordres sont respectivement 72 
et 48. Dans le cas de 7n—4, ona m—2, p—2, et l’on 
peut former avec quatre lettres un système conjugué 


d'ordre 8. 

Corozzarre Il. — Si p est un nombre premier, on 
peut former, avec n — mp lettres, un système de substi- 
tutions conjuguées d'ordre(1.2.3...m)? p(p—1). 

S. — Alg. sup., II. 20 
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Il suffit en effet de choisir À comme dans le précédent 
corollaire, et de prendre pour P le système conjugué 
d'ordre p(p—1) dont nous avons reconnu l'existence 
dans le cas oùp est un nombre premier. Le système dont 
il s’agit ici se rencontre dans,la théorie des équations. 


A40. Taéorème IX. — Si un système de substitutions 
conjuguées relatif à n lettres renferme toutes les substi- 
tutions circulaires du troisième ordre que l’on peut for- 
mer avec n—1 lettres données, et qu'il ait encore 
d’autres substitutions, il renferme toutes les substitu- 
tions circulaires du troisième ordre que l’on peut former 
avec les n lettres. 

Soient 

ANNE POELE 2) 

les lettres données, G le système que l’on considère, et 
G'le système conjugué formé avec celles des substitutions 
de G qui necontiennent pas b. Désignons par T une sub- 
stitution de G qui n’appartienne pas à Gr, et supposons 
que T substitue D, a;, a; à &, &y, a2, i et j étant deux 
indices quelconques qui peuvent avoir les valeurs 1: et 2; 
comme la substitution U —{(&s, &,, a) appartient à G, 
parhypothèse, il en sera demême de TÜT-! — (6, &, a). 
Le système G renferme donc toutes les substitutions c1r- 
culaires formées avec les 2 lettres. 


CorozLaiRe. — Si un système de substitutions 
conjuguées relatif à n lettres renferme toutes les 


N CE 5 
1.2.3...(7—1)— — substitutions formées avec n—1 let- 
7 
N ; : ; 
tres, son ordre est N ou —- Si le système proposé ren- 
7t 


N à 2 k 
ferme seulement Les 5 substitutions du premier genre 
 Z2 





à N N 
formces avec n— 1 lettres, son ordre est — ou À 
za 


2 





SECTION IV. — CHAPITRE II. 307 


Conservons les notations dont nous venons de faire 
N N 
usage. Par hypothèse, l’ordre de Gest — ou ER le même 
a 7 
nombre exprimera donc aussi l’ordre de G, si ce système 
n'aquelesseules substitutions de G’. Dansle cas contraire, 
Gadmettratoutesles substitutions circulaires du troisième 
; N 
ordre formées avec les 7 lettres, et son ordresera N ou -, 
2, 
savoir : N si G@ renferme toutes les substitutions de 


Ne. : 
n—1 lettres, et 10 G’ renferme seulement des substi- 


tutions du premier genre. 


AA. Taéorëme X.— Si un système de substitutions 
conjuguées relatif à n lettres ne renferme pas toutes les 
substitutions circulaires du troisième ordre formées avec 
n—1 lettres, mais qu'il contienne toutes celles que l'on 
peut former avec n— 2 des lettres données, les substi- 
tutions du système qui déplacent les deux autres lettres 
ne peuvent que les échanger entre elles. Le nombre n est 
supposé supérieur à 4. 

Soient 

Hu Di taste bb; 


les n lettres données, G le système que l’on considère, 
et G le système conjugué formé par celles des substitu- 
tions de G qui ne déplacent aucune des lettres b5, b,; 
par hypothèse le système G renferme toutes les substi- 
tutions circulaires du troisième ordre que l’on peut for- 
mer avec les 7 — 2 lettres a. Désignons par T une sub, 
stitution de G qui n’appartienne pas à Get qui n’échange 
pas entre elles les lettres D, et b,. 

S1 T déplace à, pour la substituer à à, et qu'elle ne 
déplace pas D, ou que, déplaçant D, , elle la substitue à D, 
soient &, et a; les deux lettres qui seront remplacées par 


20. 
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deux lettres quelconques données, a;, a;; comme la sub- 
stitution U —(a,, &, a) appartient à G, il en est de 
même de TÜT-'—(b,, a;, aj); donc le système G ren- 
ferme toutes les substitutions circulaires du troisième 
ordre qu’on peut former avec 7 — 1 des lettres données, 
ce qui est contre l'hypothèse. 

Si T substitue D, et D, à & et a,, a; à as, la substitu- 
tion U—(&o,&1,@2) appartenant à G, il en sera de même 
de TÜT-! —(b,, b1, ai). Or cette dernière substitution 
remplace a; par D, et b, par b,; on rentre donc dans 
le cas précédent, qui est incompatible avec notre hypo- 
thèse, comme on vient de le voir, 

Il résulte de là que la substitution T ne peut qu'échan- 
ger les lettres D), D, entre elles; elle sera donc de la 
forme T—(b6, b,).S,S étant une substitution de G.On 
voit aussi que le système G s’obtiendra en multipliant 
entre eux le système G’ et le système formé des deux 
substitutions 1, (b6, b,). En conséquence, l’ordre du 
système G est double de l’ordre du système Gr’. 


Remarque. — La démonstration précédente exige que 
le nombre des lettres a soit au moins égal à 3, et que 
l'on ait en conséquence n >> 4. Le théorème ne subsiste 
pas pour 2—4. 


Corozzaire. — Si un système de substitutions conju- 
guées relatif à n lettres renferme les 


N 
1.2.3...(n 0) = 
n(n—31) 
substitutions forméesavecn— 2 des lettres données, mais 
qu'il ne renferme pas toutes celles qu’on peut former 
avec n—1 lettres, son ordre sera égal au quotient de N 


(e—1) 
2 


nr 
par l’un des deux nombres 


> n(n—1). Si le sys- 





Se 


= — 


ne dm 
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“ N . . 
tème renferme seulement les TEE en substitutions du 
/è — 


premier genre formées avec n— 2 lettres, mais qu'il ne 
contienne pas toutes celles que l’on peut former avec 
7 —1 lettres, son ordre sera égal au quotient de N par 
l’un des deux nombres n(n—1), 2n(n—1). 
4 , / Û N 
En effet, par hypothèse, l’ordre de G° est ——— 
© n(n—1) 


ou Data) et le même nombre exprimera l’ordre 
APTE SE 


de G, si ce système n’a que les seules substitutions de Gr’. 
Dans le cas contraire, toute substitution de G qui n’ap- 
partient pas à G’ déplace circulairement les deux lettres 
non contenues dans G’, car autrement G posséderait 
toutes les substitutions circulaires du troisième ordre 
qu'on peut former avec 7 —1 lettres, et cela est contre 
l'hypothèse. Alors, d’après le théorème précédent, l'ordre 
de G est double de l’ordre de G. 


Des sroupes de permutations. 


442. Considérons un système T de substitutions con- 
juguées de 7 lettres, dont l’ordre soit égal à u; soient 


T, S1 2 ATEN) ser 


les substitutions de ce système. Si l’on prend une quel- 
conque des permutations des 7 lettres données, et que 
l’on muluplie cette permutation À, parles x substitutions 
de T, on obtiendra y produits 


A5; S1 A5, S2 A) OPEL; Sy—1 A0; 


ou =: 
An A, À», .. AN 


qui constituent ce qu’on nomme un g7oupe de permuta- 
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tions. Les substitutions du système F, par lesquelles on 
passe d’une permutation à une autre, sont dites les sub- 
stitutions du groupe. 

Désignons par G, soit le système des N=1.2.3...n 
substitutions des lettres données, soit tout autre système 


conjugué contenant toutes les substitutions du systèmeT. 


On a vu au n° 425 que, si l’on désigne par m = pq l’ordre 
du système G, les substitutions de ce système peuvent 
être représentées de l’une ou de l’autre des deux manières 
suivantes : 


1, S4, Sa, ei ANNEE 
T:, S1 Ti, S2 T1, RIT Su1 Li 
(1 ) D, 51 To, S2 T2, COLE Sy=—1 T:, 


\ LA ST ot, S 2 T 19 99 Si PR 


É, 4: S2, Eee HP CPR 
U;, U;S: U: S2 LPS U;, Sy 
(2) Us 1 (UsS. Us Se PO EAUEES 


Cela posé, on obtiendra un groupe de m permutations, 
en multipliant la permutation À, prise arbitrairement, 
par les m substitutions de G; et, pour effectuer cette opé- 
ration, on peutsupposer à G l’une ou l’autre des formes 
HONSAËRE 

Employons d’abord la forme (1). La première ligne 
horizontale est formée des 4 substitutions du système F, 
et les produits de la permutation A, par ces substitutions 
donneront le groupe déjà considéré plus haut, savoir : 


A; À: A, A Mon A4 


Pour multiplier À, par les substitutions de la deuxième 





EE 


CSS POS D PO TRS D atbe mer À 
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ligne du tableau (1), il suffit de faire le produit Af de la 
permutation AsparT,etde multiplier ensuite ce produit 
par les substitutions T'; les résultats 


RARE PANIN Les, ANS 


qu’on obtiendra ainsi, forment évidemment un deuxième 
eroupe de permutations qui admet les mêmes substitu- 
tions que le précédent. 

Comme ce que nous venons de dire s'applique évidem- 
ment à chacune des lignes du tableau (1), à parür de la 
deuxième, on voit que le groupe de permutations obtenu 
en multipliant une permutation À, par les pq substitu- 
tions du système G est décomposable en q groupes for- 
més chacun de x permutations; en outre, ces divers 
groupes partiels admettent les mémes substitutions, 
savoir, celles du système T. 

Opérons maintenant dela même manière en employant 
le système G sous la forme (2). La première ligne du 
tableau (2) donnera, comme précédemment, le groupe 


A0; A1, À», PAPE Au; 


quant aux lignes suivantes du tableau (2), elles donne- 
ront pour résultats les produits obtenus en multipliant 
successivement ce premier groupe de permutations par 
les substitutions 

DU M NUE 


et, comme ces opérations équivalent à de simples change- 
ments dans lanotation employée pour désigner les lettres, 
chacune d’elles transformera le premier groupe en un 
autre groupe. Îl résulte de là que le groupe obtenu en 
multipliant la permutation À par les uq substitutions 
du système G est décomposable en q groupes de y per- 
mutations tels, qu'on passe d’un groupe à un autre en 
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exécutant une méme substüitutionsur les permutations du 
premier. 

Il peut arriver que les lignes horizontales soient les 
mêmes dans les deux tableaux {1) et (2). Cette circon- 
stance se présentera nécessairement si les substitutions 


RSS RE NP AE À 
ou 
1 0 U,;, U;; ss LÉ 


forment un système conjugué échangeable avec le sys- 
tème T. Dans ce cas, le groupe de permutations obtenu 
ent multipliant la permutation À; par les 9 substitutions 
du système G est décomposable en q groupes formés 
chacun de p. permutations et qui jouissent de cette double 
propriété, que les substitutions sont les mémes dans les 
divers groupes partiels et qu'on passe de l’un de ces 
groupes à un autre en exécutant une méme substitution 
sur les permutations du premier. 


443. Exeurze. — Considérons le cas de quatre lettres 
a, b, c, d, et prenons les quatre systèmes de substitutions 


conjuguées 
RARE if AIR AN ER 
Cr eee 
GE Nb NC AE ARTE 
ÉbesT MB IcY 


Les systèmes G et G’ sont échangeables, et leur pro- 
duit GG, qui est du quatrième ordre, est un système con- 
jugué échangeable avec G”; enfin le système conjugué 
G/G'G est lui-même échangeable avec G”, en sorte que 
le produit G”G/G/G comprend [es vingt-quatre substi- 
tutions. 

Cela posé, multiplions la permutation abcd par le sys- 
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tème G/G/G/G, nous obtiendrons le groupe des vingt- 
quatre permutations, savoir: 


abcd | acdb | adbc acbd | abdc | adcb 
badc | cabd | dacb cadb | bacd | dabc 
cdab | dbac | bcad bdac | dcab | chad 
dcha | bdac | cbda dbca | cdba | bcda 





Ce groupe se décompose en deux autres; l’un de ceux- 
ci comprend les permutations des trois premières CO- 
lonnes, etil admet, comme lesecond, les douze substitu- 
tions du premier genre; on passe de l’un des groupes 
partiels à l’autre en exécutant la transposition (b, c). 

Le premier de ces deux groupes se décompose lui- 
même en trois autres, formés chacun des permutations 
contenues dans une même colonne; iei les trois groupes 
partiels admettent les quatre substitutions du système 
GG, et l’on passe d’un groupe à un autre en exécutant 
une même substitution de G”. 

Enfin le premier de ces trois derniers groupes est dé- 
composable en deux autres quisontformés, l’un des deux 
premières permutations, l’autre des deux dernières. Ici 
chacun des groupes partiels admet la substitution de G, 
et on passe de l’un à l’autre groupe en exécutant la sub- 
stitution de G’. 
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CHAPITRE IIT. 


DES INDICES DES SYSTÈMES CONJUGUÉS. 


Indice d’un système conjugue.— Limite inférieure des 
indices supérieurs & 2. 


444. Pour abréger le discours, je nommerai indice 
d’un système de substitutions conjuguées formées avec 
n lettres le quotient obtenu en divisant le produit 
N=1.2.3...7 par le nombre qui exprime l’ordre du 
système. Si m désigne l'indice d’un système conjugué 
d'ordre y, on aura 


l’ordre et l’indice d’un système conjugué relatif à 7 let- 
tres sont donc deux diviseurs correspondants du pro- 
duitirs 2 ie 

L'indice m peut avoir les valeurs 1 et 2, quel que soit 
le nombre » des lettres, et il serait intéressant de con- 
naître en général les plus petites valeurs qu'il peut avoir 
quand il est supérieur à 2. 

Rufini, dans sa théorie des équations, a considéré par- 
ticulièrement le cas de cinq lettres, et l’on peut conclure 
de ses recherches que : 


Dans le cas des cing lettres, si l'indice d’un système 
conjugue est supérieur à 2, il est au moins égal à 5. 

Cauchy, dans un Mémoire qui fait partie du X° Cahier 
du Journal de l’ Ecole Polytechnique, a démontré en- 
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suite un théorème plus général duquel il résulte que : 


L'indice d’un système de substitutions conjuguees, 
formées avec n lettres, ne peut étre en méme temps 
supérieur à 2 et inférieur au plus grand des nombres 
premiers qui ne sur passent pas n. 

Et, dans le cas où 2 est un nombre premier, on a ce 
théorème : 


L'indice d’un système de substitutions conjuguées, 
formées avec n lettres, n étant un nombre premier, ne 
peut étre en méme temps supérieur à 2 et inférieur à n. 

Cauchy donne à entendre, dans son Mémoire, qu’il 
chercha à étendre le précédent théorème au cas où 7 est 
un nombre composé, mais il ne put d’abord y parvenir 
que dans le cas de #—6. Il a, en effet, démontré que : 


L'indice d’un système de substitutions conjuguées, 
formées avec six lettres, ne peut étre en méme temps 
supérieur à 2 et inférieur à 6. 

M. Bertrand s’est occupé ensuite avec succès de cette 
même question, et 1l est parvenu à démontrer générale- 
ment, et pour la première fois, que : 

L'indice d’un système de substitutions conjugueées, 
formées avec nñn lettres, ne peut étre en méme temps 
supérieur à 2 et inférieur à n Que 

Toutefois la démonstration de M. Bertrand repose sur 
un postulatum qui semble absolument étranger à la 
théorie, et, à ce point de vue, elle n’est pas compléte- 
ment satisfaisante. Le postulatum dont il s’agit a été 
démontré au n° 403, et il consiste en ce que: 


Si l'onan>>7, il y a au moins un nombre premier 


Fr 7t 
compris entre — et n —- 2. 
1) 





(*) Journal de l École Polytechnique, XXX®° Cahier. 


316 COURS D’ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


Le raisonnement dont M. Bertrand a fait usage con- 
duit à cet autre théorème démontré auparavant par Abel, 
dans le cas de n == 5. 


Si l'indice d’un système de substitutions conjuguces, 
formées avec n lettres, est égal än, le système conjugué 


se compose des 1.2... (n Era 1) substitutions de n 1 
lettres. | 


Dans une Note qui fait partie du XXXII° Cahier du 


Journal de l’ Ecole Polytechnique, j'ai fait voir que si, 


7t . . 
entre 7 — 2 et —; il n’y à aucun nombre premier, le 
2 


L4 A . 72 . 
théorème de M. Bertrand subsiste, pourvu que = soit un 


nombre premier. La démonstration n’esten aucune façon 
modifiée ; seulement on ne peut plus conclure ce corol- 
laire, que, si l'indice d’un système conjugué est égal au 
nombre 7 des lettres, le système est formé par les 
1.2...(72— 1) substitutions de 7 — 1 lettres. 

Cette remarque a quelque importance, car il en résulte 
que le théorème de M. Bertrand comprend celui de Cauchy 
pour le cas de 7 —6, et rend, par suite, inutile la dé- 
monstration un peu compliquée qui se rapporte à ce cas 
particulier. En effet, si nr — 6, il n’y a aucun nombre 


. 7è sHAUTZ 
premier entre 7— 2 et —; mais — ou 3 est un nombre 
2 2 


premier. 


M. Bertrand a démontré aussi, dans son Mémoire, le 
théorème suivant : 


Si l'indice d’un système de substitutions conjuguées, 
formées avec n lettres, n étant > 9, est supérieur à n, 
cel indice est au moins égal à an. 


Plus tard, dans un Mémoire que j'ai présenté à l’Aca- 
démie des Sciences, en 1849, j'ai démontré, sans avoir 
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recours à aucun postulatum, les théorèmes suivants (*) : 


1° L'indice d’un système de substitutions conjuguées, 
formees avec 7 lettres, ne peut étre en méme temps 
supérieur & 2 et inférieur à n, à moins que n ne soit 
égal à 4. 

29 S: l'indice d'un système conjugué est précisément 
égal au nombre n des lettres, le système est formé de 
toutes les substitutions de n —1 lettres, à moins que n 
ne soit égal à 6. 

3° 91 l'indice d’un système conjugué est supérieur au 
nombre n des lettres, il est au moins égal à 2n, pourvu 
que n soit > 8. 

4° Si l'indice d’un système conjugué, relatif à 
n lettres, est supérieur à 2n, il est au moins égal à 


2(rn —1 à 
s Là pourvu que n soit 12. 


Les démonstrations que j'ai donnéesde ces propositions 
ne laissent rien à désirer sous le rapport de la rigueur. 
Cauchy, de son côté, avait repris la question et il avait 
obtenu d’autres démonstrations des mêmes théorèmes; 
ces démonstrations reposent sur des notions nouvelles 
qui ont une grande importance dans la théorie dont nous 
nous occupons, et que nous ne pouvons passer sous 
silence. Mais nous croyons devoir rappeler d’abord les 
considérations dont l’illustre géomètre a fait usage, dans 
son premier Mémoire, pour établir la première des pro- 

positions énoncées dans cet aperçu, ainsi que l’analyse 
ingénieuse et élégante par laquelle M. Bertrand est par- 
venu à démontrer son théorème. 


445. Taéorème De Caucay. — L'indice d’un sys- 
tème de substitutions conjuguces, formées avec n lettres, 


(1) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1° série, t. XV. 
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ne peut étre en méme temps supérieur à 2 et inférieur 
au plus grand des nombres premiers qui ne surpassent 


Pas 71. 


En effet, considérons un système G d’ordre de substi- 
tutions conjuguées formées avec » lettres, et soient 


\ 
CR EE POMCE NET RE 


ces substitutions. Si on les multiplie à gauche, pour fixer 
les idées, par les diverses puissances d’une substitution 
circulaire quelconque T, dont l’ordre p Soit un nombre 


remier égal ou inférieur à 7, on formera le tableau 
P 8 ) 
suivant : 


1 S1, 93, ee: 
EAST Se KT 
the T S1 T?S;, 1) TS 


Ë SN LS OST 

qui comprendra pp substitutions. Si l'indice — du SyS- 
P- 

tème G est inférieur à P, on aura pp > N, et, en consé- 


quence, on trouvera nécessairement deux substitutions 
égales dans le tableau précédent. Soit donc 


fs T°S;; 


les exposants « et 6 doivent être supposés inégaux, car, si 
l’on avait 6 — x, il s’ensuivrait S;=—S; ou j —i, De 
l'égalité précédente on tire 


Te S;S;1vou Tr— Soc 


le produit S;S7t étant une substitution du système G, dis- 
üncte de l'unité, on voit que ce système renferme néces- 


cs D ones 
Eve Enr ne Onde en pp = ere A QU mm 
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sairement une puissance T* de T'; il contient donc toutes 
les puissances de TT. Mais l’ordre de la substitution cir- 
culaire T étant un nombre premier, cette substitution 
fait partie de la suite des puissances de T', et en consé- 
quence elle appartient au système G. 

Le système G renferme donc toutes les substitutions 
circulaires d'ordre p, et il s’ensuit (n° 430) qu'il com- 


N . . 
rend N ou — substitutions: en d’autres termes, son 
2 ? 2 


indice est égal à 1 ou à 2. 


446. Taéorème ne M. Berrrano. — L'indice d’un 
système de substitutions conjuguées, formées avec 
n lettres, ne peut étre en méme temps supérieur à 2 et 
inférieur à n. 


Ainsi que nous l’avons déjà dit, M. Bertrand admet 
ce postulatum : $inest > 7, ily a au moins un nombre 


. : 72 
premier COMmpT'is entre — el n — 2. 
2 


Cela posé, considérons un système G composé des 
substitutions conjuguées 


Pois FOR MISERERE SANT 


, D A L NN 
formées avec lettres, et supposons que l’indice — de ce 
{- 


système soit inférieur à 7. Désignons par p un nombre 
premier compris entre — et 7 — 2, el prenons arbitraire- 
2 


ment p + 2 lettres parmi les 7 lettres données; formons 
avec p de ces p + 2 lettres une substitution circulaire T 
d'ordre p, et avec les deux lettres restantes une transpo- 
sition U. Cela posé, multiplions les substitutions du sys- 
tème G à gauche, par exemple, par les p puissances de T, 
puis les produits obtenus par les deux puissances de UE 
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on formera de cette manière les deux tableaux : 





| DE TPE 80 0 TP S210ene, ON CLASSES 
NA 2 PR FAR 
UT;s LS UTS ta UTS ON ETITS EN 
UTP, UTA1S,, UTr1S,, ..., UF 100 
dans lesquels on trouve 2pu substitutions. Mais, par 
hypothèse, p est au moins égal à . et est lui-même 
supérieur à 2 donc le nombre de nos substitutions sur- 


passe N, et, en conséquence, il est nécessaire que deux 
d’entre elles soient égales. 

Si ces deux substitutions égales appartiennent au même 
tableau, on aura, par exemple, 


+7 S; — ë 4 5 OUMEUELE S; —= ur: S ; 


« et 6 étant deux exposants inégaux, et il en résultera 





a—6 .G—1. 
Ti $,$1; 


la substitution T“$ appartient done au système G, et 
l’on en conclut, comme dans le précédent théorème, que 
la substitution T fait elle-même partie de ce système. 

Si les deux substitutions égales n’appartiennent pas 
au même tableau, on aura R 


T:S, — UTSS; — T'US 


car on peut intervertir l’ordre des substitutions U et T 
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qui n'ont pas de lettres communes. De cette égalité on 
ure, à cause de U-'— U 
? 2 


TU = S; DA 





d’où il résulte que la substitution TU appartient au 
système G, et il en est de même du carré 


T2%—2 ET]? — T?2<—26 


de cette substitution. La différence 4—6 peut être nulle, 
et alors la substitution U appartient au système G; si 
aæ— 6 n'est pas nulle, la substitution T2*-% appartient 
au système G, ainsi que toutes ses puissances, parmi les- 
quelles figure T, comme dans l'hypothèse précédente. 
Dans ce ‘dernier cas, T et TU appartiennent au Sys- 
tème G, 1l en est de même de U. 

On voit en résumé que l’une au moins des deux sub- 
stitutions T et U appartient au système G. 

Supposons maintenant que l'indice du système pro- 
posé ne se réduise pas à 1, ou que l’ordre de ce système 
ne soit pas égal à N. Alors, parmi les transpositions que 
l’on peut former avec les 7 lettres données, il ÿ en aura 
au moins une qui ne fera pas partie des substitutions du 
système G; nous prendrons pour U cette transposition, 
et, d’après ce qui vient d’être établi, toute substitution 
circulaire T d'ordre p, formée avec celles des 7 —9 lettres 
données qui ne figurent pas dans U, appartiendra au sys- 
tème G: Celles des substitutions de G qui ne déplacent 
pas les deux lettres de la transposition U forment évidem- 
ment un système conjugué G’, et, puisque ce système G' 
renferme toutes les substitutions circulaires d’ordre P: 
son ordre est égal à 1.2.3... (7 — 2) ou à la moitié de 
ce nombre (n° 430). Mais le premier cas ne peut avoir 

» lieu, car autrement, l'indice de G étant supérieur à r, 


S.— Ale. sup., W. 21 
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cet indice serait au moins égal à » (n° 44, Corollaire), 
ce qui est contre l'hypothèse. Donc l’ordre de G’ est 
1.2...(7 — 2) 2 AE {5 
T7, el, par suite, l'indice de ce système est 
égal à 2. 

Le système G’ n’a ainsi que des substitutions du pre- 
mier genre, et, en conséquence, le système G ne renferme 
aucune des transpositions que l’on peut former avec les 
lettres relatives à G’. Désignons par U' l’une quelconque 
de ces transpositions et par T” une substitution circulaire 
d'ordre p qui ne contienne aucune des lettres de U’, 
mais qui, au contraire, renferme les deux lettres de U, 
ou au moins l’une d’elles. Comme la transposition U’ ne 
se trouve pas dans G, la substitution T’ appartiendra à 
ce système, comme on l’a vu plus haut, d’où 1l suit que 
le système G renferme toutes les substitutions circulaires 
d'ordre p que l’on peut former avec les 2 lettres données; 


k ‘ N | He ; 
il contient donc les — substitutions du premier genre que 
2 


l’on peut former avec ces lettres. Il est évident d’ailleurs 
que le système G ne peut renfermer d’autres substitutions 
puisqu'il ne possède pas les substitutions du deuxième 
genre formées avec les 7— 2 lettres relatives à G’; donc 


NN Let | 
l'ordre de ce système est égal à > etson indice est égal 
à 9 est 

447. La démonstration précédente subsiste quand 1l 


. . zè 
n'existe pas de nombre premier entre — et 7 — », pourvu 
2 





(*) On aurait pu tirer immédiatement cette conclusion des proposi- 
tions établies aux n°° 440 et 441; mais il nous a paru convenable de con- 
server dans son intégrité le raisonnement par lequel M. Bertrand a établi 
son théorème. 
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72 L2 LL 
que — soit un nombre premier; dans ce cas, on peut 
2 
7è . . . 
poser p = —; telest le cas de 7—6. Mais, quand il existe 
2 


. . . 7è 
un nombre premier p effectivement compris entre — et 
2 


ñn — 2, le raisonnement que nous avons développé peut 
servir à démontrer une proposition nouvelle fort Impor- 
tante. Effectivement, pour établir que le système G pos- 
sède l’une au moins des substitutions T et U, il n’est pas 
nécessaire de supposer, comme nous l’avons fait, que l’in- 
dice de G soit inférieur à 7 ; la même chose a lieu encore 


AN El f à ; nr 
quand cet indice est égal à 7, pourvu que l’on ait p >> -, 


et l’on arrive toujours à cette conséquence que l'indice 
de Gest 1 ou 2. Cet indice ne peut être égal à 2, car il 
en résulterait, comme on l’a vu, que l'indice de G serait 
lui-même égal à 2, ce qui est contre l'hypothèse; l’in- 
dice de G est donc égal à 1; mais alors (n° 44, Corol- 
laire) l'indice de G ne peut pas être égal à n, à moins 
que ce système ne soit formé par les substitutions de 
n— 1 lettres. De là résulte le théorème suivant : 


Taforème. — S1 l'indice d'un système de substitu- 
ions conjuguées est égal au nombre n des lettres, le 
système se compose des 1.2.3...{n—1) substitutions 
formées avec n — 1 lettres. 


La démonstration ne s'applique pas aux cas de 
n=—3, À, 5, 6, 7. Le théorème a été démontré par Abel 
pour 2 —5 (OEuvres complètes, 1. 1°, p. 19), et il a lieu 
aussi pour les cas de 7 —4, à, 7, comme on le verra plus 
loin. Le seul cas de # — 6 fait exception; nous établi- 
rons qu'ilexiste effectivement un système de substitutions 
conjuguées de 6 lettres dont l'indice est égal à 6 et qui 
renferme des substitutions circulaires des ordres 4, 5, 6. 


21. 
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Démonstration nouvelle du theorème relatif à la limite 
inférieure des indices plus grands que 2. 


448. Je vais faire connaître actuellement la démons- 
tration par laquelle je suis parvenu à établir directement 
le théorème de M. Bertrand ; j'ai publié cette démonstra- 
tion pour la première fois dans le tome XV du Journal 
de Mathematiques pures et appliquées (1"° série), et je 
l'ai reproduite dans la précédente édition de cet Ouvrage. 
Mais, en la présentant ici, je profiterai des secours que 
m'offrent les propositions établies dans le Chapitre pré- 
cédent, ce qui me permettra d'apporter quelques simpli- 
fications ; la démonstration dont 1l s’agit sera fondée sur 
deux lemmes que nous établirons d’abord. 


Lemme I. — Soient G un système de substitutions con- 
juguées formées avecn lettres A5, 44, Go, ORNE 
et G' le système conjugué formé avec celles des substi- 
tutions de G qui ne déplacent aucune des deux lettres 
Bo; b1. Si Les systèmes G et G’ ont un méme indice p 
supérieur à 1, on pourra construire avec les n — 2 let- 
tres &o, &i, +, An_2 un système de substitutions conju- 


guées dont l'indice sera LE d’où il suit que le nombre pu 
est toujours pair. 


Désignons parvetp les ordres respectifs des systèmes G 


USE - AO PRESS, - 
et G’. Les indices de ces systèmes seront ————— et 
% 
1.2.3...(7— 02) , : à 
Ti comme ils sont égaux, par hypothèse, 


i 


on aura 





y—n(n—1)p. 


Posons 
G ie I, SJ; 5 SA ...…, Satis CRU | DU, 


GE, S15 Sa. 4% 219 Set 
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Si l’on représente par T,, T:, ..., T,_, des substitutions 
des n — 2 lettres a, le système des sp —1.2.3...{(n— 2) 
substitutions des 7 — 2 lettres a pourra (n° 425) être 
représenté par 


l 1, D 4e D ; SJ" Doi 
T;, 1919 1 92 Ti So1 
{ cd . 
(1) { ee | KA 1 ANRT, T,S 


2 2 Ca 
| T1, Ti 1 Ty So; DEE Li D p—1 5 
et Je dis que le système des gv —71.2...7 substitutions 
des n lettres est compris dans le nouveau tableau 


PT ERA PA Se PRET 
PMR SOU ES GANT AL MES à 
(2) DE CINT. SAONE Sur NOTA Vu SUR 


LT Ti GIE Ti: 5; SR CE Ti D 


où les substitutions T sont les mêmes que dans le ta- 
bleau (1). Il suffit de prouver que ces pv substitutions 
sont distinctes. Si l’on avait 


T; D; = TrS la 


on en conclurait 


or les facteurs T sont indépendants de b, et b,, donc le 
produit S;S;*, qui est l’une des substitutions S; du sys- 
tème G, ne contient pas D, et à, ; ilen résulte que S4 fait 
parue du système G. D'ailleurs légalité précédente de- 
vient 
ETS, 

ce qui n’est pas possible, d’après la manière dont les sub- 
stitutions T ont été choisies pour former le tableau (1). 
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Le tableau (2) renferme donc toutes les substitutions 
des 7 lettres; or, si l’on applique ces substitutions à 
une permutation quelconque, 1l y en aura évidemment 
1.2.3...(7— 2) qui transporteront deux lettres quel- 
conques données à deux places déterminées; d’ailleurs, 
les substitutions T ne contenant pas D, et b,, il est évi- 
dent que toutes les y: substitutions contenues dans une 
même colonne verticale du tableau (2) donneront à b, 
et à b, les mêmes places; il y aura donc, dans la pre- 
mière ligne horizontale du tableau, c’est-à-dire dans le 

D, BL (r22) 


: I pe : 
système G, - où p substitutions qui trans- 
LL 


porteront 4 et b, à deux places quelconques et qui, en 
conséquence, substitueront ces lettres, dans la permuta- 
tion primitive, à deux lettres quelconques, parmi les- 
quelles 8, et bd, peuvent se trouver; en parüculier il y 
aura précisément p substitutions qui échangeront 6, et b, 


entre elles. Si l’on pose 
REA EPA 
ces p substitutions seront de la forme 
ESS AUS M USE 


S, 9 ++, 9, étant des substitutions indépendantes 
de set de b,. Aucune de ces substitutions S’ ne peut se 
réduire à l’unité, ou plus généralement à l’une des substi- 
tutions du système G; car, si S; appartenait à G, et par 
suite à G, comme US; est aussi une substitution de G, il 
en serait de même de UÜ. Je dis que cela ne peut être; en 
effet, on a vu que les substitutions S; de G peuvent substi- 
tuer b, et D, à deux lettres quelconques, et inversement 
substituer deux lettres quelconques à D, et b,; d’après 
cela, si Ü appartenait à G, il en serait de même de toutes 
les substitutions de la forme S; US, c’est-à-dire de 
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toutes les transpositions; l'indice de G serait alors égal 
à 1, ce qui est contre l'hypothèse. 

Cela posé, prenons dans le système G les p substitu- 
tions de G’ avec les p précédentes, il est évident que les 
2p substitutions obtenues, savoir : 


[2\ \ 7, 51) S9 Tnt. Sue 
(3) À ! ' ! eu 
FOR AUS OLUSR, LUE 


formeront un système conjugué. En effet, les produits 
S;S; et US; >< US;—S;S; appartiennent à G, et, comme 
ils sont indépendants de b, et de ,, ils font partie de la 
première ligne du tableau (3); pareillement le produit 
S; x US; = U XS;S;, appartenant à G, fait nécessaire- 
ment partie de la seconde ligne du tableau (3). On peut 
conclure de là que les substitutions 


RE RMS 
4 1 s! Là 
CPU ARR A 


! 


(4) 


un 


1 


forment un système de 2p substitutions conjuguées de 


a L ; VOLE 
n — 2 lettres; l’indice de ce système est égal à —; comme 
2 


on l'avait annoncé. 


449. Leur IL. — Soient G un système de substitu- 
tions conjuguées, formées avec n lettres a; &i,&», ..., 
D De bi... bn 1 et. Qi le:système compose de 
celles des substitutions de G qui ne déplacent aucune 
des m lettres b. L'indice de G ne peut étre inferieur à 
l'indice u de G’, et, si on le représente par p + À, on 
pourra former un système G; de substitutions conju- 
guées de n—m lettres, dont l'indice y, sera égal ou 
inférieur à }, et dont toutes Les substitutions seront con- 
tenues dans le système G. 
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En effet, désignons par v l’ordre de G, par p l'ordre 
de (&, et posons 


CNET NS ANSE AL Si Re 
GENS AD LS M PARRNEN 


On formera toutes les substitutions des 7 — m lettres a 


en multipliant les substitutions de G’ par des substitu- 
tions 
FE ETS VEN Air 


indépendantes des lettres 4. Si l’on multiplie de même le 


Système G par ces substitutions T, on formera les pv 
produits 


PUS SUN 1 eo nl Ce MEL el Halte 


Ta Toi Sn Tia Sas 20 D Se ORNE 


et l’on peut démontrer, comme dans la proposition pré- 
cédente, que ces pv substitutions sont distinctes, d’où il 
suit que l'indice de G n’est pas inférieur à x. Mais cet 
indice étant p: + }, et À n'étant pas nul, le tableau (1) 
n'embrasse pas toutes les substitutions des » lettres. 
On formera les 2 substitutions manquantes, en multi- 
plant le système G par certaines substitutions 


14 f 4 
Pas  RUNSMTS 


À 


qui dépendront toutes des lettres b, et l’on aura ainsi le 
tableau suivant, complémentaire du tableau (ts 


‘ 


Lis DISONS ENTER J'ORSIESS 
es SOU 6 RER 


FM RO? 5 Le es mie, (ef Meta lélls setot sde le NANTERRE TRS NES 


(2) 
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Cela posé, les substitutions du tableau (1) sont insufi- 
santes pour transporter les 77 lettres b à m places quel- 
conques dans une permutation prise à volonté; car, si le 
contraire avait lieu, toute substitution des » lettres pour- 
rait se réaliser en effectuant d’abord une substitution, 
qui amènerait les lettres à aux places voulues, après 
quoi il resterait à faire une substitution des lettres a qui 
équivaut à l’une des substitutions du système G’ suivie 
d'une substitution T; le tableau (1) renfermerait donc 
toutes les substitutions des n lettres, ce qui est contre 
l'hypothèse. Il résulte de là que, dans une permutation 
des z lettres données, on peut assigner 72 places aux- 
quelles il est impossible de faire arriver respectivement 
les m lettres b, parle moyen de l’une des substitutions (1); 
mais, comme ilexiste évidemment 1.2.3...(7—m) sub- 
stitutions différentes qui peuvent produire cet effet, il 
faut que ces substitutions soient toutes contenues dans 
le tableau (2). Si donc on applique les substitutions (2) 
à la permutation 
RES PA 


parmi les Ày permutations obtenues, il y en aura 
1.2.814{R 7) 


dans lesquelles chacune des n lettres b occupera la même 
place. Or, en opérant ainsi, il est évident qu’on applique 
à la permutation À les substitutions obtenues en multi- 


pliant le système 
D SDL LL AA SSD, 
qui est semblable à G, par les substitutions 
RÉAL ee NI NOR EU 


donc le système G lui-même est tel, que si l’on mul- 
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Liphie ses substitutions par À substitutions 
12 Ué LU sep le Er 


convenablement choisies, les produits obtenus 


| ANS S,, NC ee 
13) Ut, UuSLtSs et SCERES 
| Liu, U4 S 1; LB Da ss... Us, S, 4 


comprendront les 1.2.3... (72 — m) substitutions qui 
ne déplacent pas m certaines lettres; je désignerai par 


L' 


! Ja ! ! ! 
HO 0, CES rIelITES Et PAT” & 0e CARE 


n—171—1 


les 7 — m autres. Soient 





! l t 
CET SE SH Dsrrehe S’ 


les 2, substitutions de G qui ne déplacent pas les m 


lettres &’, on obtiendra le système de toutes les 
1.2.3...(r —m) 


substitutions des lettres 4/, en multipliant G, par cer- 
taines substitutions indépendantes des lettres @/, qui 
feront évidemment partie des facteurs 1, U,, U», . …., 
U;_;, et que l’on peut représenter par 


Fr, U:, U,, Qi ke Le Las 
alors on aura 


Hip —1.2.3...(72 — m), 


et le nombre y,, égal ou inférieur à À, exprimera l'indice 
du système G, dont toutes les substitutions sont con- 
tenues dans G. 


450. Ces lemmes établis, nous passons à la démons- * 
tration des théorèmes que nous avons en vue. 
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Tuéorème I. — Le nombre n étant impair, st l'indice 
, . e . . , r 
d'un système de substitutions conjuguees, formées avec 





[on letires, est plus grand que 2, cet indice est égal ou 





supérieur à n; et, quand il est égal àn, le système con- 
jugué est composé de toutes les substitutions que l’on 
peut former avec n —1 lettres. 


Le théorème est évident dans le cas de # —3; car, l'in- 
dice du système étant supérieur à 2, ilest nécessairement 


égal ou supérieur à 3. En outre, si cet indice est égal à 5, 


Pod $ TR + 
ordre du système est 3 ou 2, quiestun nombre pre- 





mier. Le système est alors formé des deux puissances 
d’une substitution cireulaire du deuxième ordre, c’est- 
à-dire d’une transposition. 

Il résulte de là que, pour établir le théorème énoncé 
dans toute sa généralité, 1l suffit de prouver que, s’il a 
lieu pour 7 =, il subsiste aussi pour 2=n+ 2. En 
d’autres termes, nous pouvons admettre que le théorème 
a lieu quand on remplace, dans son énoncé, 72 par 72—2, 

Je nombre n étant un nombre impair, au moins égal à 9. 

Soient G le système conjugué donné dont nous suppo- 
sons l'indice supérieur à 2, et G' le système conjugué 
composé de celles des substitutions de G quine déplacent 
pas deux lettres choisies arbitrairement parmi les 7 lettres 
données. D’après ce que nous admettons, l'indice de G' 
ne peut être en même temps supérieur à 2 et inférieur à 
n — 2: cet indice sera donc l’un des cinq nombres 


NAN et M mnt APT 
ou bien il sera supérieur à 7%, auquel cas l'indice de G 
sera lui-même plus grand que 7. Nous allons examiner 
successivement ces cinq hypothèses. 
1° L'indice de G! est 1.— Comme, par hypothèse, l'in- 
dice de G n’est pas 1, cet indice est égal (n°° 440 et 44, 
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P k nln — 13 
Corollaires) à l’un des nombres RE es ln. (nr —:1), 
À : 





et en outre, si cet indice est égal à n, le système G est 
composé de toutes les substitutions de n — 1 lettres. 


2° L'indice de G! est 5. — Dans ce cas, l’indice de G: 
qu'on suppose différent de 2, est l’un des nombres 2n. 
n(n—1), an(n—1) (n% 440et 44 ); il est donc supé- 
rieur à 7. 

SL'indice G'estin 222 Dans de cas, l'indice de G 
ne peut être égal à n— 2, d’après le lemme I (n° 448), 
Parce que 7— 2 est un nombre impair. Si l'indice de G 
est égal à 7—1 ou à 7, on pourra former, d’après le 
lemme II (n° 449), un système conjugué de substitutions 
de.7=2 lettres, dont l'indicebertroteiet dont toutes 
les substitutions seront contenues dans G; on rentre donc 
dans l’une des deux hypothèses précédentes, quand l’in- 
dice de G n’estpas supérieur à 7. 


4° L'indice de G'estn— 1. Dans ce cas, l’indice de G 
ne peut être 7—1; car, sicetindice était A—1, On pour- 
rait former, d’après le lemme I, un système conjugué de 
RL 





substitutions de 7— 9 lettres, dont l'indice serait 
2 

72 LT I PAS A 

est supérieur à 2 et 





Or, si r est >=5, le nombre 
2 


il est inférieur à z2—2: nous admettons d’ailleurs que 
VPindice d’un système conjugué relatif à n — 2 lettres 
ne peut être en même temps supérieur à 2 et inférieur à 
ñn— 2; donc l'hypothèse que nous discutons en ce mo- 
ment est inadmissible quand x est supérieur à 5. Mais elle 
l’est aussi lorsque nr = 5, car dans ce cas l'indice de G’ 
né peut pas être supposé égal à 72 — 1 — 4, puisque 4 
n'est pas un diviseur du produit 1.2.3. | 

L'indice de G, s’iln’est pas supérieur à », est donc égal 
à 2; mais alors, d’après le lemme II, on pourra former 
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un système conjugué de substitutions de 7 — 2 lettres, 
ayant 1 pour indice et dont toutes les substitutions seront 
contenues dans G. On rentre ainsi dans la première des 
hypothèses que nous venons d'examiner. 


Bo L'indice de G' est n.—Dans ce cas, l'indice de G& est 
nécessairement supérieur à 2; car, d’après le lemme I, 
cet indice ne peut être égal à 7, puisque z est un nombre 
impair. 

On conclut de là que l'indice de G supposé plus grand 
que 2 ne peut être en aucun cas inférieur à 2, et que si 
cet indice est égal à 7, le système G est formé par les 
substitutions de 7 — 1 lettres. 


451. Tuéorème Il. — Le nombre n étant pair, si 
l'indice d'un système de substitutions conjuguces for- 
mées avec n lettres est plus grand que 2, cet indice est 
égal ou supérieur à n, le cas de n = 4 étant excepté. 
Ex, si l'indice du système est précisément égal à n, celui- 
ci est composé de toutes les substitutions formées avec 
n —1 lettres, Le seul cas de n = 6 étant excepte. 

Soient G le système conjugué donné, et G, le système 
conjugué formé par celles des substitutions de G qui ne 
déplacent pas une lettre choisie arbitrairement parmi les 
lettres données. Nous supposons que l’indice de G est su- 
périeur à 2; quant à l'indice de G, qui se rapporte à 
n— 1 lettres seulement, ilne peut, d’après ce qui précède, 
être en même temps supérieur à 2 et inférieur à 72—1, 
puisque a—1 est un nombre impair. Cet indice de Gy 
sera donc l’un des nombres 


F2, 72-- HU, 
ou bien il sera supérieur à 7, et, dans ce cas, l'indice 


de G sera lui-même plus grand que 7. Nous allons exa- 
miner les quatre hypothèses précédentes ; 
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1° L'indice de G est 1.— Dans ce cas, l'indice de G 
est égal à 7 (n° 440, Corollaire), puisqu'on suppose cet 
indice différent de 1. 


2° L'indice de G, est 2.— Dans ce cas, l'indice de G 
est égal à 27 (n° 440), puisqu'on le suppose différent 
de 2. 


3° L'indice de G est n—1.— Dans ce cas, comme 
n—1 est impair, le système G (n° 450) est formé par 
toutes les substitutions de 7 — » lettres, et son indice, 
qui est plus grand que 1, est égal (n° 440 ei 441) à l’un 
nes 1) 


\/2 


des nombres n, > RA(n— 1), pourvu cependant 


que z soit => 4 (1). En outre, cet indice ne peut être 
égal à 72 que dans le cas où G renferme toutes les substi- 
tutions de 2 —1:1 lettres. 


4° L'indice de G est n. — Alors l'indice de G est 
égal ou supérieur à 7 ; il nous reste à examiner le cas où 
cet indice est précisément égal à 7. 

Remarquons d’abord que la première partie du théo- 
rème énoncé se trouve établie par ce qui précède, savoir : 
St le nombre pair n est supérieur à 4, l'indice d’un 
système conjugue, relatif à n lettres, ne peut étre à la 
fois supérieur à 2 et inférieur à n. Dans ce Qui va sui- 
re, nous Supposerons 7 — 24, et, par suite, z >6. 
Désignons par G'le système conjugué formé par celles 
des substitutions de G, qui ne déplacent pas l’une des 
n—1 lettres relatives à G, lettre qui peut d’ailleurs 
être choisie à volonté. L'indice de G’ ne peut être à la 
fois supérieur à 2 et inférieur à n— 2, d’ailleurs il n’est 


A 


pas supérieur à 7; donc il a pour valeur l’un des cinq 


De SSP RS ee NME 


(*) Nous avons vu (n° 439) qu'on peut former avec quatre lettres un 
système de substitutions conjuguées dont l’ordre est 8 et dont l'indice est 
conséquemment égal à 3. 











SECTION IV. —— CHAPITRE III. 335 


nombres 1, 2, 2—92,n—1,n. Le cas où cet indice 
serait l’un des nombres 7— 2, nr —1 se ramène immé- 
diatement, par le lemme Il, au cas où il serait 1 ou 2; 
or je dis que ce dernier cas ne peut avoir lieu; car, si 
l'indice de Gest 1 ou 2, l'indice de G, sera nécessaire- 
ment l’un des nombres 1,2, (#—1), 2(7—1) (n° 440) 
dont aucun ne peut être égal à n. L'indice de G'est donc 
égal à 7; mais alors, d'après le lemme Ï, on pourrait for- 
mer un système conjugué de substitutions de 7 — 2 let- 


. . L] a L1 . . . 
tres, dont l'indice serait 5° ce qui est impossible, puis- 


que l’on a 
71 


IE j «TU n — 2. , 

Donc notre dernière hypothèse est inadmissible, si le 
nombre » est supérieur à 6. Elle peut au contraire avoir 
lieu quand nr — 6, ainsi que nous allons l’établir ; mais 
elle est impossible quand 2 — 4, puisque, 4 n'étant pas 
un diviseur du produit 1.2.3, l'indice de Go ne peut pas 
être égal à 4. Ainsi le cas de 7 — 6 constitue la seule ex- 
ception à la deuxième partie de notre théorème. 


Du système conjugué d'indice 6 qui comprend 120 sub- 
stitutions de six lettres, et qui n’est pas formé par Les 
120 substitutions de cinq lettres. 


432. Il résulte de la démonstration précédente que, si 
un tel système existe, celles de ses substitutions qui ne 
déplacent pas deux lettres quelconques forment un sys- 
tème conjugué de substitutions de quatre lettres, dont 


l'indice est 6, et dont l’ordre est, en conséquence, 


2 Ps 
RE 4. Ce système d'ordre 4 ne peut renfermer, 


outre l’unité, que des substitutions circulaires du qua- 
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trième ordre, des substitutions régulières du deuxième 
ordre formées de deux cycles, ou des transpositions. Mais 
il ne saurait y avoir de transpositions, car le système en- 
tier des subsütutions des six lettres n’en saurait contenir, 
comme on l'a vu dans la démonstration du lemme du 
n° 448, lemme qui embrasse le cas que nous considérons 
ici. Si le système d'ordre 4 dont il est question n’est pas 
composé des quatre puissances d’une substitution circu- 
laire du quatrième ordre, il comprendra, outre l'unité, 
les trois substitutions régulières que l’on peut former 
avec les quatre lettres; donc on y trouvera, dans tous les 
cas, une substitution régulière formée de deux transposi- 
ons. Et, comme il y a quinze combinaisons de six lettres 
quatre à quatre, le système conjugué G dont nous nous 
occupons doitcomprendre quinze substitutions régulières 
formées chacune de deux transpositions. Or deux substi- 
tutons de cette espèce qui auraient un cycle commun et 
une troisième lettre commune ne peuvent figurer dans G, 
car le produit de deuxtelles substitutions est évidemment 
une substitution circulaire du troisième ordre: donc, si 
l’on distribue les quinze transpositions des six lettres en 
cinq groupes de trois transpositions, de telle manière que 
les six lettres figurent dans les trois transpositions d’un 
même groupe, on obtiendra les quinze substitutions ré- 
gulières de G, en faisant les produits deux à deux des 
transpositions contenues dans un même groupe. Toute 
autre substitution régulière de la même espèce a néces- 
sairement un cycle commun et une troisième lettre com- 
mune avec l’une des quinze dont nous venons de parler, 
et par conséquent elle ne peut pas être contenue dans G; 
ainsi Ce système ne renferme pas les trois substitutions 
régulières formées avec les quatre mêmes lettres, et, par 
suite, il contient une substitution circulaire de ces quatre 
lettres. 
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«a, b, C, d, €, T4 
les lettres données, et supposons que le système G ren- 
ferme les puissances de la substitution circulaire 


= (a, d, C, d). 


Le même système doit renfermer une substitution circu- 
laire U,, formée avec les quatre lettres a, b, c,e; on'peut 
supposer que & soit mis au premier rang dans U,; mais 
alors c ne pourra occuper la troisième place, car, si cela 
avait lieu, le produit des deux substitutions régulières U? 
et ÜU?, qui auraient un facteur (a, c) commun, ne con- 
uendrait que deux transpositions ayant une lettre com- 
mune b, et il se réduirait à une substitution circulaire 
du troisième ordre, laquelle ne peut figurer dans G. Il 
faut donc que c occupe dans U, la deuxième ou la qua- 
trième place, et alors il occupera dans U; la quatrième 
ou la deuxième. J'appellerai U, celle de ces deux substitu- 
tions dans laquelle c occupe la quatrième place: on aura 


donc 
DZ, 0, E,c) ‘on tele bel 


pareillement, le système G renferme deux substitutions 
circulaires du quatrième ordre dont chacune est le cube 
de l’autre, et qui sont formées avec les quatre lettres a, 
b, c, f'; je désignerai par U, celle de ces substitutions 
dans laquelle c occupe la deuxième place, et l’on aura 


Dé C7 b) ou Las lac. b, fi 


Mais, si l’on prend la première valeur de U,, il faudra 

prendre la deuxième valeur de U,, et inversement, car 

autrement U? et U} auraient unetranspositioncommune, 

etleur produit se réduirait à une substitution circulaire 

du troisième ordre. Rien ne distinguant jusqu'ici les let- 
S. — Alg. sup., II. 22 
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tres e et f, nous ferons 
Diese, die, le NERO tr Ces 


Cela posé, en appliquant successivement les substitu- 
tions U, U,, ÜU: àune permutation quelconque, on trouve 


LUE er ÉAMNTE 
UD = are htc Ue 


On voit donc que le système G renferme les trois substi- 
tutions circulaires 


Usa, 6,c;d), :Tlais.c, di b)E LS een 


des ordres respectifs 4, 5, 6; ce système s’obtiendra donc 
en multipliant à droite ou à gauche, mais toujours de la 
même manière, les puissances de U par celles de T', puis 
les résultats obtenus par celles de S. En opérant ainsi, on 
formera bien 6><5 ><4 ou 120 substitutions distinctes, 
car il est évident que deux produits, tels que SÂT/Ui, 
S#TYU?, ne peuvent être égaux, à moins que l’on n’ait 
R—k, j' = j, =1. Mais il reste à faire voir que ces 
120 substitutions constituent réellement un système con- 
jugué. 

En premier lieu, les systèmes conjugués formés l’un 
avec les puissances de U, l’autre avec les puissances de T, 
sont échangeables entre eux. On a effectivement 


UTU-1 T2, UTU——T{, UTU——T—T, 
c’est-à-dire 
U'TU—'— T?, 
et, en élevant à la puissance u, 
U'TEU—— Te, d'où U'T—T?’U; 


ces deuxsystèmes fournissent donc, par la multiplication, 


4 


un système conjugué de 20 substitutions relatives à cinq 
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lettres; en mettant &s, ai à, as, a, au lieu de e cod; 
b, a, on ferait coïncider ce système avec celui que nous 
avons rencontré au n° 436. 


En second lieu, le système conjugué 
je EF; >. ere" Fe 


dont nous venons de parler, est échangeable avec le Sys- 
tème conjugué formé par les puissances de S. D'abord, il 
est facile de vérifier que, quel que soit, on peut trouver 
un entier m» tel, que chacune des substitutions 


so SE S2US7 


se réduise à l’une des substitutions P. Le nombre m se 
détermine facilement par la condition que les substitu- 
tions que nous venons d'écrire ne contiennent pas la 
lettre f, et l’on trouve 


PRE TU) UT, | SAUS SES TRUE UT: 
S2TS? — Ti,  S'US? — TU? == UT, 
S5TS — U?,  SUS? == TSU?-— U?T?, 

SO UT, SUSEOLL peu: Tir 
STS5 — TU? — U°T?, | SSUS: -— U?. 


On a donc, quel que soit n, 


STSE — P,, S US? — P,, 
ou | 
TS2 — S—7 P;, US? — S—m P,, 


m et1 ayant des valeurs convenables. Il résulte de là que 
tout produit de la forme P;S* peut être ramené à la 
forme S*P;; en effet, P; est un produit composé de fac- 
teurs T'et de facteurs UÜ, et, d’après ce qui précède, on 
peui faire avancer successivement S* d’un rang vers la 
gauche, en modifiant chaque fois convenablement l’expo- 


224 


340 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


sant y ; après avoir répété cette opération plusieurs fois, 
il est clair que PS’ se trouvera remplacé par une expres- 
sion de la forme S“P;. Le système des substitutions P et 
celui des puissances de S étant échangeables entre eux, 
on obtiendra, en les multipliant l’un par l’autre, un sys- 
tème conjugué d'ordre 24 X 5 = 120 ou d'indice 6. 

Il importe de remarquer aussi que le système dont 
nous venons de prouver l’existence comprend des substi- 
tutions du premier genre et des substitutions du deuxième 
genre en nombre égal. En conséquence, les substitutions 
du premier genre constitueront un système conjugué 
d'ordre 60 et dont l'indice sera égal à 12. 


Des systèmes transilifs de substitutions conjuguees. 


453. Lorsque les substitutions d’un système conjugué 
permettent de substituer successivement l’une des lettres 
à chacune des autres, le système est dit transitif. Il est 
intransitif dans le cas contraire. Cette distinction des 
systèmes conjugués en transitifs et intransitifs est due à 
Cauchy ; elle a une très-grande importance dans la théo- 
rie Qui nous OCCupe. 

Plus généralement, si les substitutions d’un système 
conjugué permettent de substituer m des lettres données 
à m lettres quelconques, nous dirons que le système este 
fois transitif. 

Siun système de substitutions conjuguées est fois 
transitif, les substitutions du système permettent de sub- 
stituer 7 lettres quelconques à m lettres quelconques. En 
effet, le système proposé étant supposé m fois transitif, 
ily a 7» lettres a, a, ..., am qu’on peut substituer à 
m autres quelconques b,, b:, ..., b,, distinctes ou non 
des premières. Réciproquement, les substitutions du sys- 
tème permettent de remplacer &,, @:, ..., äm Par B:, 
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Ds, .…., bm, et, en conséquence, elles peuvent substituer 
ces dernières lettres à m lettres quelconques. 

Il esi évident que le système de toutes les substitutions 
formées avec 7 lettres estz—1 fois transitif, et que le 
système qui comprend toutes les substitutions du pre- 
mier genre formées avec les mêmes lettres est 2 — 2 fois 
transitif. 

On voit aussi qu’un système de substitutions conju- 
guées formées avec 7 lettres est transitif, quand il ren- 
ferme une substitution circulaire d'ordre n; mais cette 
condition n’est pas nécessaire. En général, un système 
conjugué de substitutions de 7 lettres est 77 fois transi- 
tif, quand 1l renferme m substitutions circulaires des 
ordres respectifs 2, n—1, ...,7— m1. Par exemple, 
le système d'indice 6, dont nous nous sommes occupé au 
n° 452 et qui est composé de 120 substitutions conju- 
guées de six lettres, est trois fois transitif, car 1l admet 
trois substitutions cireulaires des ordres respectifs 6,5, 4. 


454. Taéorème Î. — L'ordre d’un système m fois 
transitif, de substitutions conjuguées de n lettres, est un 
multiple den(n—1)...{(n— m +1); en d’autres termes, 
l'indice du système est un diviseur du produit 


1:2,9%.4|7-7n). 


En effet, soient A,,A4,A:,...les 7(n—1)...(n7—m+1) 
arrangements 72 à m1 que l’on peut former avec les 
n lettres données, et 


SAS VEINE 


celles des substitutions du système proposé G qui rem- 
placent les lettres de l’arrangement A; par celles qui 
occupent respectivement les mêmes rangs dans À ;. Dési- 
gnons, en outre, par T l’une des substitutions de G qui 
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remplacent les lettres de À ; par celles de A3, il est clair 
que les p substitutions 


DS DS PES CITES 


remplaceront les lettres de A; par celles de A4. Le nombre 
des substitutions qui remplacent A; par À4 ne peut donc 
être moindre que le nombre de celles qui remplacent A; 
Dora et réciproquement ce dernier nombre ne peut 
être inférieur au premier. 

Il résulte de là qu’il y a, dans le système proposé, un 
même nombre p de substitutions qui remplacent l’arran- 
gement donné À; par chacun des arrangements A,, A,, 
A2, .... Si donc on appelle y l’ordre du système G, on 


aura 
— SE TES \ 
b- n(n 1,.--.172 m+i) X 0, 


et l'indice du système sera 








Cet indice est, en conséquence, un diviseur du produit 
1.2.3...(n—m) et l’on voit en outre qu'il est égal à 
l'indice du système conjugué formé par lesp substitutions 
qui remplacent l’un des arrangements À; par lui-même. 
De Ïà résulte la proposition suivante : 


CoroLLaiRE. — Si un système G de substitutions con- 
juguées est m fois transitif, celles des substitutions de G 
qui laissent immobiles m lettres choisies à volonté for- 
ment un système conjugué & dont l’indice est égal à 


l'indice de G. 


455. Tuéorime Il — Un système de substitutions 
conjuguées dont l'indice est supérieur à 2 ne peut étre 
m fois transitif, s'il renferme une substitution qui ne de- 





= 


ss 


RS 


| 
| 
| 
1 
| 
| 
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place quei lettres, le nombre i étant supposé égal ou 
inférieur à m. 

Eneffet, supposons que le système proposé G renferme 
une substitution S qui ne déplace que : lettres; le nom- 
bre mn étant au moins égal à 1, et le système G étant 7 fois 
transitif, ce système renferme une substitution T qui 
remplace les z lettres contenues dans $ pari lettres choi- 
sies arbitrairement; par conséquent, il renferme aussi 
la substitution TST-', qui est une substitution quel- 
conque semblable à S. 

La substitution S étant décomposée en cycles, soit 


Se CES Ca br 
et formons la substitution semblable 
S CCE 


le produit 
S'S — C'C 


appartiendra au système G. Si l’ordre p du cycle GC est 
supérieur à 2 et que l’on ait 
CEA aan. ed-sirar 
nous ferons 
Rd nd a 2,2, @hr Gi1 dus ds) 


et nous aurons 
SS/ Es (ao dd), a). 


Le cas de u — 3 est compris dans ce qui précède : on a 
alors C — C; mais, si u — 2 et que l’on ait 
C FT (os &); 


comme il y a au moins une lettre a; non contenue dans, 


nous ferons 
Cases 
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et nous aurons encore 
SS’ — (a, A, &i }. 


Ainsi, dans tous les cas, G renferme une substitution 
circulaire du troisième ordre ; donc, si m est égal ou supé- 
rieur à 3, G renferme toutes Les substitutions circulaires 
de troisième ordre, et en conséquence son indice est égal 
à 1 ou 2 (n° 430). 

Le cas de m = 2 échappe à cette analyse; mais, dans 
ce cas, le système G contient par hypothèse une des 
transpositions formées avec les lettres données ; donc il 
les renferme toutes et son indice est égal à 1. 


CoRoLLAIRE.— Un système de substitutions conjuguées 
doublement transitif, dont l'indice est supérieur à 2,ne 
renfermeaucune transposition; pareillement, un système 
triplement transitif, dont l'indice est supérieur 4 2, ne 


renferme aucune transposition et aucune substitution 
circulaire de trois lettres. 


496. Taéorime II. — Si l'indice d’un système m fois 
transitif de substitutions conjuguees formées avec n 


lettres est supérieur à 2, cet indice est un multiple du 
produit 1.2.3...m. 


En effet, soient 


A6, À, À, Da io An 
les 
MERS 


permutations formées avec 7n des lettres données choisies 
arbitrairement, et 


1, Ts T), QBCIELIEET Tue 
les M substitutions de ces mêmes lettres. Soient aussi 


1 S1, D 9; UP» pi 
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celles des substitutions du système proposé G qui ne dé- 
placent pas les 7» lettres que nous venons de choisir, et 
qui, en conséquence, remplacent l’arrangement À, par 
lui-même. Il y à dans le système G, comme on l’a vu dans 
la démonstration du théorème [ (n° 454), p substitu- 
ions susceptibles de remplacer les m lettres de À, par 
celles qui occupent les mêmes rangs dans A;; mais, pour 
exécuter une telle substitution, il suffit évidemment de 
faire d’abord une substitution du système T qui amènera 
les m lettres de A: aux places voulues, après quotil restera 
seulement à exécuter une substitution S’ de n — m let- 
tres. D'ailleurs, les deux substitutions que nous em- 
ployons sontéchangeables entre elles, puisqu'elles n’ont 
pas de lettres communes, et les pM substututions, dis- 
tinctes du système G, qui sont susceptibles de remplacer 
l’un des arrangements À par un autre arrangement formé 
des mêmes lettres, peuvent être représentées par 


F S 45 St ls de 0 NON 

T; S%, PEYRE Lu Ft re CN 
T,S®), T5), SECRET ES 
ln ht Riads 
SA ruse SON, pari 2e, 


où SP désigne généralement des substitutions qui ne dé- 
pendent pas des 77 lettres contenues dans les arrange- 
ments À. Le produit de deux quelconques de ces substi- 
tutions appartient au système G; d’ailleurs il est de la 
forme T;S’, S’ étant indépendant te m lettres contenues 
dans À; donc il fait nécessairement partie du tableau 
précédent ; il en résulte que les Mp substitutions de ce 
tableau forment un système conjugué. On voit en outre 
que les substitutions S, qui figurent comme facteurs 
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dans deux substitutions de ce système, ne peuvent être 
égales entre elles; en effet, il est évident que, sij —t,on 
ne peut trouver dans notre tableau les deux substitutions 
T';S et T;S, et la même chose a lieu sij est différent de à, 
car autrement on trouverait aussi(T;S) (TS) ou T;T;1, 
ce qui est impossible d’après le théorème II (n° 455), 
puisque cette substitution ne déplace que m lettres au 


plus. En conséquence, les M p facteurs S du précédent 
tableau, savoir : 


x (1) (1) (1 (1) 

SG ? 5, ? 5, }, Se 1) 
(2) :(2) «: (2) (2) 

So > S, » Do 9 ) De. 49 
VO ON NERO ANR ES DL O, L PS T ele No ie lac 9 
(M1) (M—1) ‘g(M—1) (M—1) 

Se Sin SO 451840 


constituent un système de Mp substitutions conjuguées 
formées avec 7 — m lettres : l’ordre M p de ce système est 
donc un diviseur du produit 1.2.3...(7—m), et l’on a 


A (r— m) 





ES CET ARE ..m). 
P 


Or, par le théorème I (n° 456), le premier membre de 
cette égalité est précisément l’indice du système G; cet 
indice est donc un multiple de 1.2...7n. 


Remarque. — Le théorème que nous venons d'établir 
comprend, comme cas particulier, la proposition que 
nous avons présentée au n° 448 à titre de lemme. On 
peut effectivement conclure de ce qui précède le corol- 
laire suivant : | 


CororLatRE. — Si un système de substitutions conju- 
guées formées avec n lettres est m fois transitif, et que 
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l'indice y. de ce système soit supérieur à 2, on peut for- 
mer un système de substitutions conjuguées de n—m 
Lai Res 
tn. ER 2 





lettres dont l'indice est 


457. Tuéonème IV. — Un système de substitutions 
conjuguées de n lettres, dont l'indice est supérieur à 2, 


ne peut étre plus de . fois transitif (). 


En effet, quand l'indice y d’un système m fois transitif 
de substitutions formées avec n lettres est supérieur à 2, 
cet indice est en même temps un multiple de 1.2...m et 
un diviseur de 1.2.3...(n—m). On ne peut donc pas 


avoir 


7 
m>n—m Ou M: 
2 


On peut même ajouter que : Si n est supérieur à 6, 
il n'existe point de système de substitutions coujuguees 
formées avec n lettres dont l'indice soit supérieur à 2, 


KE À #, 

et qui soit à fois transitlif. 
En effet, si un tel système existe, désignons-le par Get 
soit T l’une de ses substitutions. Supposons que la sub- 


. : rm 
stitution P remplace les = lettres 


do; di, jy +. a, ? 22% 
sis et 
î 2 
par 
! ! ! 1! 
os Ai» dy) 13 Lee a ou. ? 
a T'AS 





(*) Ce théorème a été démontré par M. Émile Mathieu dans un Mé- 
moire qui fait partie du tome V du Journal de Mathématiques pures et 
appliquées (2° série); M. Mathieu a également démontré le théorème II 
dans ce Mémoire. 
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le système G renferme une substitution U qui remplace 
n + 

ces — dernières lettres par 
2 


, b 


LES is as fe TEL 


CIE 


D 7 « 
b étant une lettre différente des x lettres a dont est formé 


le premier arrangement; la substitution UT —S ne se 
réduit pas à l’unité et elle ne déplace pas les lettres 


Go 1, -.., 4,  ; donc le système G renferme une sub- 
— —9 ” 
2 


PR J ! ñ 
sutution qui ne déplace que 25 lettres. 
Décomposons cette substitution S en cycles, et soit 
S LEE CC; C; CON 


siT désigneunesubstitution quelconquedeG, TST-1-—S/ 
sera une substitution de G semblable à S ; posons 


S'AGIC DEAN. Me 


72 
Comme S et S/ ne renferment que = +1 lettres, on peut 
choisir T de manière que l’on ait 
P __ N—1 D ET k 
Os Gi CS CA ARE 
on aura alors 
Soie CC 


La substitution SS/ appartient à G, et l’on peut même 
choisir à volonté les lettres de C7, à l'exception d’une 
seule. Supposons que l’on ait 


Ci one 0 PRE) À 


S1i= 92, Cseréduit à (&o, a), C' sera de la forme (853 b4), 
en choisissant l’une des lettres B5s bi parmi celles qui 





Se Se 





SECTION IV. — CHAPITRE III. 349 


ne figurent pas dans S ; la substitution SS' ne déplaçant 
au plus que quatre lettres, on a nécessairement (n° 455) 


JE ou 2-6. 


Sicest >>2, on peut faire 
14 ses Las b, dj) jo) CAT Ga); 
on n’est pas libre du choix de D; si cette lettre diffère 
de a,, le produit SS/ ou CC’ est (a, à) (a, &), et l’on 
conclut, comme précédemment, que 7 est au plus égal 
à 6. Si la lettre à n’est autre que a,;, on a 
ss aies" at}, 


ce qui ne peut avoir lieu que dans le cas de n — 4, où 
l'indice du système deux fois transitif est 2. 


Des expressions susceptibles de représenter l'indice 
| d’un système intransitif. 


458. Soient G un système intransitif de substitutions 
conjuguées de 7 lettres, et 


di, a; CECNECTE, | (447 


les lettres que a, peut remplacer par les substitutions 
de G. Sia;eta; désignent deux quelconques de ceslettres, 
le système G renfermera deux substitutions telles que 


ce Lai 

? 9 

| dits: CASE 

or le produit de la deuxième substitution par l'inverse 
de la première a pour effet de remplacer la lettre a; par 
a; : done les substitutions de G peuvent transporter l’une 
quelconque des lettres a à la place d’une autre lettre quel- 


conque du même groupe. Réciproquement, toute lettre 
susceptible de remplacer une lettre a; par les substi- 
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tutions de G appartient au même groupe; car, si la 
lettre a peut remplacer aj, par une substitution de G, 
cette substitution, combinée avec l’une des précédentes, 
permettra de remplacer & par a, et, conséquemment, la 
lettre a fait partie du groupe considéré. 

Soit à, l’une des lettres données non comprises dans 
le groupe précédent; le raisonnement que nous venons 
de faire prouve que à, fait partie d’un deuxième groupe 


de lettres 
Ba, be, …., De, 


qui ne peuvent que s’échanger entre elles par les substi- 
tutions de G, et, en continuant ainsi, on voit que les n let- 
tres données peuvent être partagées en divers groupes 


15, VUE RTE 
(à ER NT 
Cir Co, NE 


de telle manière que les substitutions de G ne puissent 
qu’échanger entre elles les lettres de chaque groupe. En 
d’autres termes, chaque substitution S de G sera de la 


forme 
Des A4RsC ira 


À, B, C,... étant des substitutions qui ne déplacent 
respectivement que des lettres a&, des lettres b, des let- 
tres C, eic. 

Il est évident que les substitutions À forment un Sys- 
tèmke transitif relatif à « lettres, et de même les substi- 
tutions B, C, ... forment des systèmes transitifs relatifs 
à 6 lettres, à 7 lettres, etc. Désignons par l'indice du 
système conjugué formé des substitutions À, et par Gl’in- 
dice du système G. ; 

Il peut arriver que les substitutions À soient en même 
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nombre que les substitutions de G, et, dans ce cas, on 
aura 








M. A à ORNE Mass 
CEE 
d’où 
Lago sé 
1 PE ai 
(1) J He 


Mais, si l’ordre p du système A est inférieur à l’ordre y 
de G, il y aura nécessairement dans ce dernier système 
des substitutions telles que AT, AT’, composées d’une 
même substitution À et de deux substitutions T, T' in- 
dépendantes des lettres a, .... Le produit de l’une de 
ces substitutions par l'inverse de l’autre ne déplace pas 
les lettres a et, en conséquence, le système G renferme 
un certain nombre p de substitutions 


1, fi La ss Len 


qui ne dépendent pas des lettres a et qui forment un sys- 
tème conjugué que nous désignerons par G”. Maintenant, 
soit A, T' l’une des substitutions de G qui renferment le 
facteur À,, ce système contiendra les p substitutions 


CUT AT, AIT TL, 


mais il ne contiendra aucune autre substitution renfer- 
mant le facteur A,; car une telle substitution peut se 
mettre sous la forme A, TO, et, si elle figurait dans G, 
Q y figurerait aussi. Comme A, désigne l’une quelconque 
desu—1 substitutions du système À, distinctes de l’unité, 
on voit que G contient gp substitutions; ainsi l'on a 
y=—pup, ou, en désignant par G! l'ordre du système Gr, 


De PRE ANS POS FN Ne 
nagun_ Une und Un à 
6 x 6 
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ce qui donne 


j ie DEAR LARTET e 
(2) ST TES di à 





Si l’on suppose que le système G’se réduise à la seule 
substitution égale à r, on aura 


G'==1.2.3...{(nr — a), 


en sorte que l’on peut regarder la formule (1) comme 
comprise dans la formule 2). 

On peut raisonner sur le système G’ comme nous l’a- 
vons fait sur le système G, et l’on aura en conséquence 


1.2.3...(7 —«) 





5 LE à : ; TS ZE V5”; 
(80086) 1.2...(2—x—6)] 


étant l'indice d’un système transitif relatif à € lettres, 
et Ç” l'indice d’un système relatif à 7 — x — 6 lettres. 

On peut continuer ainsi jusqu’à ce qu’on rencontre 
dans la série G, G’, G/,...un Système conjugué qui ne 
Soit plus intransitif et qui se rapportera alors au dernier 
des groupes de lettres données ; les formules précédentes 
donneront 


(3) G—=MADE..., 


en posant 
Fa, 2, #9NET, 2 
JG = A Os 16 LT PL, DIVERS 
ke (122.8...) (1.2.3.,.6){1.2.3..7)..” 


avec à 
1—au+6+y +... 


La formule (3), qui a été indiquée par Cauchy, nous 
fait connaître l’expression des nombres susceptibles de 
représenter les indices des systèmes intransitifs. 
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459. Il faut remarquer que la formule (2) peut s’écrire 


Ur et in x LT 
Gant en 
NMENETE à 


et, comme & ne peut avoir que les valeurs 1, 2, ...,(n—1), 


le premier facteur de cette expression de Ç est l’un des 


nombres 


n n(n—i1) 
EE ÉLSMISE 15 
I 1.2 





dont le minimum est 7. D'ailleurs & et Ç’ sont des en- 
tiers, donc GÇ est au moins égal à 7. On voit même que, 
pour avoir G = 7, 1l faut que l’on ait 


OU 7-1) —1, G—I, 


et alors le système proposé G est évidemment composé 
des 1.2.3...(n—1) substitutions de 7 — 1 lettres. 

La formule précédente montre encore que, si 6 est su- 
périeur à 7, cet indice est au moins égal à la plus petite 
des valeurs 


EL 


(r— 1) 


nn 
D'AUUE EAALL", 
2 





Sur la limite des indices supérieurs à 2, dans le cas 
des systèmes transitifs. 


460. Nous présenterons ici avec quelques modifications 
la démonstration que Cauchy a donnée du théorème de 
M. Bertrand, dans un Mémoire inséré au tome XXI des 
Comptes rendus de l’Académie des Sciences. 

D'après ce qui précède, l'indice d’un système intransi- 
tif ne peut être inférieur au nombre des lettres; done, 
pour établir le théorème que nous avons en vue, 1} suffit 
de considérer les systèmes transitifs. 

Je dis que l'indice d’un système transitif G relatif 

S. — Alg, sup., I. 23 
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à lettres ne peut être en même temps supérieur à 2 et 
inférieur à 7, à moins que 7 ne soit égal à 4. Pour cela 
nous distinguerons trois cas. 

1° Le système G est simplement transitif. — Dans ce 
cas le système G’, qui comprend celles des substitutions 
de G qui ne déplacent que 7—1 lettres, est intransitif et 
son indice est égal ou supérieur à z — 1. Cet indice est 
aussi celui de G, et je dis qu’il ne peut pas être égal à 
n—1 85172 est >4. En effet, si G et G’ avaient 7 —1 
pour indice, le système G’(n° 459) serait formé par les 
substitutions de 7 — 2 lettres, et ces substitutions feraient 
partie de G; or le système G ne peut pas contenir toutes 
les substitutions de 7— 1 lettres, car autrement ïl ne 
serait pas transitif, ou il serait composé de toutes les 
substitutions des 7 lettres, et alors son indice serait égal 
à 1. Cela étant, sin est =>4,on ne peut pas admettre que 
le système G, d'indice 7—1, renferme toutes les substi- 
tutions de 7 — 2 lettres; car, si cela avait lieu, l’indice 
de ce système serait égal à l’un des nombres ere 
n(n—1)(n° 441, Corollaire), ce qui implique contra- 
diction. Donc, si x est > 4, l'indice de G’ ou de G est 
au moins égal (n° 459) au plus petit des deux nombres 


(n—1)(r7—09) 


2(n—1), : + Par suite cet indice est supé- 


Lo) 


4 


rieur à 72. 

29 Le système G est deux fois transitif.— Alors le 
système Gest simplement transitif, et si l’on an —1 4, 
l'indice de ce système, qui est aussi celui de G, sera au 
moins égal au plus petit des deux nombres 


2(n—92)—=n+(Rr—{4), 
Gea{r ss Nr (r —1){x —6) 


Te RAR ATPRNNTE | 


2, 2 


lesquels ne sont pas inférieurs à 7, quand 7 est supérieur 
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à >. Nous nous référons pour le cas de 7 — 5 au théo- 
rème du n° 445. 

3° Le système G est au moins trois fois transitif. — 
Soient &p, di, --., an_ les lettres données et 


sets) Dr AA RE de Pa 


fe 


les substitutions de G. Désignons aussi par T; la trans- 
position (a, a;). Si l’on multiplie la droite, pour fixer les 
idées, par 

TT à 
les substitutions de G, on obtiendra 7u produits qui 
seront distincts, si l'indice de G est supérieur à 2; car 
si l’on avait Î 

LISE TS}; 

on en conclurait 


L 


TT; —=S,S;!, 


et par conséquent la substitution TT ; ferait partie de G. 
Or ce produit est une substitution circulaire de trois 
lettres, à moins que l’un de ses facteurs ne soit égal à 1, et 
dans ce cas elle se réduit à une transposition. D'ailleurs, 
dans notre hypothèse, le système G ne peut renfermer 
une telle substitution (n° 455, Corollaire); donc les 
nu. produits que nous avons formés sont distincts, ce qui 
exige que zu ne soit pas supérieur à 1.2...7n, C'est-à- 
dire que l'indice de G soit au moins égal à ». 


29 
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CHAPITRE IV. 


SUR QUELQUES CAS PARTICULIERS DE LA THÉORIE 
DES SUBSTITUTIONS. 


ax +-.b 


Sur les fonctions linéaires dela forme CU L 


461. Les développements que je me propose de pré- 





senter ici nous conduiront à des conséquences intéres- 
santes au point de vue de la théorie des substitutions, et 
1ls trouveront en outre plus loin leur application dans 
la théorie des équations. 
Soit posé 

D A me PET) 4) 
(1) pr 22, 

ax + b 
a, b, a’, b' étant des quantités quelconques données; 
faisons aussi 


Px—00x, Pr—060%x, ..., 6x 001»; 


il est très-aisé d’avoir l'expression générale de 67 x. Soit 
en effet 
An L + be 


RES 2 
(2) lo a, x a LR 


on pourra écrire, d’après la loi de formation des fonc- 
HONS EL, 0 TE, 

! 

711 2 


/ 
1 —1? 


lypy = A An + ba 


! 


da 
3 ] 
| ) D Fe. EE tb L' 


1n—} 7? 


babe bp 


at 1n—1 ° 


LECLEr Pt ! 
A Ami +0 a 


Pour tirer de ces équationsles valeursde a, ,4!,,b»,b.,, 
en fonction des quantités connues a, 4’, b, b!, désignons 
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par z une quantité ielle, que l’on ait 


(4) 


les équations “3 ) donneront 


2: )à b + b'z 
I 


AL az 


ex Et 
Am + 4,2—= (a a+ a Z (a In —1 + d 


z) 
} m—1°/? 
Ë 1, ais b' NS 
bn ME b,3—=(a+az)(6 Mari PLAIT 
d’où l’on tire 
am + 4,3—=(a+az)", 


(8) 





y À Er Dar 
by +b,2—2(a+a'z}". 


En outre, l’équation (4), qui est du deuxième degré, a 
deux racines, et si l’on désigne ces racines par z et z', 
on aura encore 


SHABMERAT LE 1,1 \m 
an +a,z ={(a+ az)", 


(6) 





4 Me 22 ! RE A à 12 
by +6,32 =2 (a+ az }". 


[2 


LE équations (5) et (6) déterminent les valeurs de a, 


ns fn 


dh 2 m° 


En faisant, pour abréger, 








(7) at Va +0) — {ab — La), 
et 
Py= (a dat)" (a+ bac)", 
(8) (a + b'+ 2t}"®— (a b'— ot)" 
— sr : 


LD 


on trouve aisément 
De + (a — b' ln, 


o7i+1 





An — Te 


, ASE 
à — 


QUE ? 


Bb 
a0r 


’ Deer PQ 


mt 2 m+1 
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équations dont on déduit 





; ! 
Am — Di ME Pass b 
! su [ ? 
m * 
(10) GENTIN 
(4 Air nr | 


! ’ ! 
an 0, — bna, —=(ab'— ba 15 
en sorte que, si l’on a 
ab" — ba! — x, 


On aura aussi 





' RE 3 
dyn (08 — bn a, — SITE NI Ve 


462. On connaît donc les coefficients de la fonction 
6”x en fonction des quantités connues a, b, à, b!. A la 
vérité, notre analyse semble en défaut si £ est nulle, car, 
dans ce cas, les racines z et z/ étant égales, les équa- 
uons (6) ne diffèrent pas des équations (5); mais, 
comme les équations (8) et (9) ont lieu quelque petite 
que soit £, il en résulte qu’elles subsistent pour é = 0 : 
on a, dans ce cas, 

A ENT LL 
Q2 == 2mn{(a; 0 
et, par suite, 


(a + br + m(a—b'}(a+ Ain e 
Cp ER 


D'UL 
k ma'{(a + tie. 
An TT o'i—1 ? 
( mbia+ b'}"1 
by a Oo re Lin À 
EE (a + b'}"— ma—b') (a + b'}m1 





on 
Ici les quantités a, b, a!, L’ doivent vérifier l’équation 


(12) (a+ 6} = 4 (ab — ba!), 


SECTION IV. — CHAPITRE IV. 309 


et l’on peut écrire la valeur de 9x comme il suit : 


/ Aer 1e 

C4 ans 
fav se De 
QU > re 6 Le DR CRU TRE. . 


b' 
Sa ZX 2 POSTER ar 


\ me 


On voitque, si l'on fait croître indéfinimentle nombre m, 
fx converge vers la quantité 

KA ir, - 1000 

DNA AT b') 


, DDR ES D 
qui a pour valeur l’une des constantes ——-,- ———; 
2 a’ a — 0) 


lesquelles sont égales entre elles en vertu de la rela- 
tion { ane 


463. Proposons-nous maintenant de trouver la condi- 
tion nécessaire et suffisante pour que l’on ait identique- 
ment 
(13) Cote, 
c’est-à-dire 
(14) mes D na 0 be 0. 

On voit immédiatement qu’on doit exclure le cas parti- 
culier où l’on aurait 
(a+ 8} — (ab! — ba'), 
car les équations (11) montrent que, pour satisfaire aux 
équations (14), 1l faudrait que l’on eût 
PRENONS 
par suite, 
4b ba —0, 
et alors la fonction 0x ne dépendrait pas de x. Cela étant, 
on voit par les équations (9) que, pour satisfaire aux 
équations (14), il est nécessaire et suffisant que l’on ait 


Qi — O, 
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ou 
(a+ b' + 24)" — (a + b'— DJ 


On tire de là 


ok ae 
QD + 21 fa ble) leos 227 RSR 
\ æ L 
et 
(15) 2— (a + b')tang 7 Y— 5, 
14 


en désignant par À un nombre entier qu’on doit supposer 
premier avec y. pour qu’il faille effectivement exécuter 
fois sur x l'opération désignée par 0 avant de repro- 
duire x. 

La comparaison de cette valeur de 2t avec celle qu’on 
üre de l'équation (7) donne 
(16) (a + DA labh La) RS 

{ 

ce qui est la condition nécessaire et suffisante pour que 
l’on ait 


pi 
fireerr 


Si l’on suppose que les quantités a, db, a!, b' soient 
réelles, l'équation (16) montre que la quantité ab! — ba’ 
doit être positive, le cas de u — 9 étant excepté. Et comme 
on peut, sans changer la fonction 8x, multiplier les con- 
stantes à, b, a’, b'par un facteur quelconque, on voit que, 
sans altérer la généralité de la solution on peut supposer 





(17) ab — ba = 1; 

alors l'équation (16) donne 

(18) A he CDs n 
{- 


Nous ne mettons pas le signe -- devant le second membre 

ia ) 
parce qu'on peut, si on le juge à propos, changer les 
signes des quatre quantités a, b, a, b!. 
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Des équations (17)et (18) on tire 


À 
bp" — C — 2,C0S =). 
F 


(19) : dr 


a” — 2aC0S — —+I 


b —= — : ; 





et la fonction 0x a pour valeur 








: ÀT 
a? — 24aCc0S — HI 
(20) 0 AE 
0x — AE 
; ÀT 
GITES DD EUS 0) 
2 


Les He a et a demeurent indéterminées; quant 
à À, c'est un nombre entier quelconque premier avec 
Si l’on continue de poser 


AmT + Om 

















OPrEeS + ——— 7 , 
a, éticir.0 
on trouvera aisément 
. mr } (m — 1) 
ASIN — —SIn -———— 
PR PE ae 
de ÀT 
SIN = 
FH 
. m ir 
sin 
a. = « is 
mn ÀT 
Sin -— 
fe 
(21) 
£  Àx m }r 
a — 2aC0S — HI Sin — 
D, = — Ada ts ; 
re a ÀT 
sin — 
F 
: (m+i)r . mir 
À sin A Sin 
rl b ER 
45 tar 
| sin — 
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Des équations (19)et (21) on tire 





























mr 
CRETE (an — 2 COS — }» 
L- 
(22) 1 mr 
An — 24m» COS —— LT 
L- 
by NT a 
mt 
et 
. x , (m a. 1)x 
D SIa ete tel SITE A 
== F Æ r "Re | 
. Mr 
sin 
{ 
. x 
SI 
' r Le 
SADEES Ÿ ÿ À = 
M mr 
poeme 
{2 
(23) 
. x 
80. 4 COS 2 TS 
BE F 
a, . mr 
sin 
L 
. (m+r)à . x 
SIN" 4, sin — 
b'— DS 
k m )r + 
Sie 
| L 
Ces formules permettent de résoudre la question sui- 
vante : 
: , . AU ln TX —<- b 
Etant donnée une fonction linéaire ©” trouver 
D'ITEED 
mn m 
; FA ax + b È L 
une fonction linéaire 0x == ——— telle, que l’on ait 
d'a D 
identiquement 
Ve RON ee 
OFFRIR . EL, 10 PR ES 
nZ Ds LL12 , 


On voit que le problème n’est possible que si les quan- 
utés données a», bm, a, b’, satisfont aux équations (22). 
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Des fonctions rationnelles linéaires prises suivant un 
module premier. 


464. Nous allons considérer ici, à un point de vue 
particulier, les fonctions rationnelles linéaires de la 
forme 


az—+b 


—— 9 
Ÿ, NE 20 PA 


16 fase 


dans laquelle z est une variable indépendante. Nous 
supposerons que les constantes 4, b, a!, b! soient des 
nombres entiers positifs, nuls ou négatifs, et nous con- 
viendrons, en outre, de prendre les résultats suivant un 
module premier impair p; en d’autres termes, nous re- 
garderons comme équivalents les entiers qui sont con- 
grus relativement au module. Les développements qui 
vont suivre conduisent à des conséquences intéressantes 
pour la théorie des nombres et qui sont surtout utiles 
dans la théorie des substitutions; je les ai présentés, pour 
la première fois, dans un article inséré au tome XLVIIT 
des Comptes rendus de l’Académie des Sciences. 
Comme nous faisons abstraction du cas où 0z se réduit 
à une constante, la différence ab!— ba ne sera jamais 
congrue à zéro suivant le module p; cette différence sera 
‘dite le déterminant de la fonction linéaire 83. On peut, 
sans changer cette fonction, multiplier les quatre con-. 
stantes a, b, a!, b'par un même nombre k; le détermi- 
nant se trouve alors multiplié par k?, et 1l sera, après 
comme avant la multiplication, résidu quadratique ou 
non-résidu quadratique de p. D'après cela, nos fonctions 
linéaires peuvent être classées en deux genres; le pre- 
mier genre comprendra les fonctions dont le détermi- 
nant est résidu quadratique, tandis que celles dont le 
déterminant est non-résidu constitueront le deuxième 
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genre. Mais on voit que l’on pourra toujours faire en 
sorte que, dans le premier genre, le déterminant soit un 
résidu quadratique quelconque donné, 1 par exemple, et 
pareillement que, dans le deuxième genre, le détermi- 
nant soit un non-résidu quelconque donné. 

L'expression générale de @z comprend des fonctions 
entières et des fonctions fractionnaires ; les premières 
peuvent être ramenées à la forme 





(2) f + Az, 
et les dernières à la forme 

A 
(3) f- 


À désignant dans les deux cas le déterminant de la 
fonction. 

Dans les formules (2) et (3), le déterminant À peut 
recevoir les p — 1 valeurs 


1: 2. pe NT TER 


parmi lesquelles il y a autant de résidus que de non-ré- 
sidus ; les constantes J et g peuvent recevoir les mêmes 
valeurs, et, en outre, la valeur zéro. I] s'ensuit que le 
nombre des fonctions entières est p(p—1) en compre- 
nant la variable z elle-même, et que celui des fonctions 


fractionnaires est p?(p—1); par conséquent, le nombre 
total N des fonctions linéaires suivant le module p est 


(4) N=—(p+1)p(p—1), 
et le nombre des fonctions du premier ou du deuxième 


I 
genre est x N. 


465. Soient Oz et 6, z deux fonctions rationnelles li- 
néaires prises suivant le module p; pour abréger le dis- 
cours, nous nommerons produit de la fonction linéaire 
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0,z par Oz le résultat 89, z que l’on obtient en exécutant 
d'abord sur la variable z l’opération désignée par 6,, 
puis sur le résultat ÿ,z l'opération désignée par 0; cette 
définition s'étend naturellement au cas detrois, de qua- 
tre, etc., fonctions linéaires. Le produit de m fonctions 
linéaires égales à 07, c’est-à-dire le résultat que l’on ob- 
tient en exécutant m fois sur z l'opération 8, sera la 
mème puissance de0z, et nous la représenterons par #”z. 

Le produit de deux fonctions linéaires a pour déter- 
minant le produit des déterminants des facteurs. S1, en 
effet, on pose 





à RE na 
é d'z + b! pe à a,2 + b" k 
on aura 
Poe (aa, + ba,)z+(abi+ bb) AztB 
(a'a, + b'a,)z+ (a b, + DEAN Z EUR; 
er 


(AB' — BA') — (ab! — ba’) (ab — ba). 


On conclut de là que le produit de tant de fonctions 
linéaires que l’on voudra est une fonction linéaire dont le 
déterminant est égal au produit des déterminants des 
facteurs ; d’où il suit que la fonction produit appartiendra 
au premier Où au deuxième genre, suivant que le nombre 
des facteurs du deuxième genre sera pair ou impair. 

Il est évident que l’ensemble de toutes les fonctions 
linéaires forme un groupe tel, que le produit de plusieurs 
fonctions du groupe fait aussi partie de ce groupe. On 
voit par ce qui précède qu'il en est de même de l’en- 
semble des seules fonctions linéaires du premier genre, 
mais non pas de l’ensemble des seules fonctions du 
deuxième genre- 


466. Considérons la série indéfinie 


(5) LAC ALERTE PAPER | 
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formée par la variable z et les diverses puissances de la 
fonction linéaire 0z pour le module premier p. Comme 
le nombre des fonctions linéaires est limité, la suite pré- 
cédente ne pourra jamais offrir qu'un nombre fini de 
valeurs distinctes suivant le module P; et, parconséquent, 
quelques-uns des termes de cette série se trouveront né- 
cessairement reproduits une infinité de fois. Supposons 
que l’on ait identiquement 


OMFPz=OMz ou OM; —Q"z (mod. p), 





On pourra écrire z au lieu de 8"z, et l’on aura identi- 
quement 


(6) 8z2=z (mod. p), 


d’où l’on conclut aisément 


} 


Pr+ez—=68z (mod. P ) 


quels que soient les entiers positifs À et p. On peut con- 
venir d'étendre cette formule à toutes les valeurs posi- 
tives, nulles ou négatives de p, en sorte que l’on aura en 


particulier 

(7) ®z=z (mod.p) 

et 

(8) 020713 (mod. p). 


Si z désigne le plus petit nombre tel, que la con- 
gruence (6) ait lieu identiquement, la série (5) ne com- 
prendra que les 7 termes distincts 


Z,4.02 0062 00 
9 , 


et deux quelconques de ces termes seront effectivement 
incongrus suivant le module P, au moins tant que z * 
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restera indéterminé; le nombre 7 sera dit l’ordre de la 
fonction linéaire 9z pour le module p. 

Si e est un nombre premier avec 7 et inférieur à 7, 
la fonction 6°z sera, comme@z, de l’ordre n; car, si l’on 
suppose les termes de la suite (9) rangés en cercle et 
qu’on les compte deeene à partir du premier z, c’est- 
à-dire en suivant l’ordre 


e 2e 
SORA RG MST ER" 


il est clair qu'on ne reviendra au point de départ qu'a- 
près avoir rencontré les 2 termes. Au contraire, si les 
nombres 7 ete ont un plus grand commun diviseur d 
supérieur à 1, On se trouvera ramené au point de départ 


\ . , 7è ? 
après avoir rencontré = termes, et l’ordre de la fonc- 


- ; V7 
tion 6°z sera égal à FE 

La fonction 0-!z, définie par la congruence (8), sera 
dite l'inverse de 0z; on peut obtenir immédiatement sa 
valeur: car, si l’on remplace z par 67!z dans la con- 
gruence (1), il vient 





az + b 
Ogg 
HE FU 
d’où 
bla 
(ro) BE 3 —— 
434 


en sorte que les fonctions 0z et 0-1z se déduisent l’une 
de l’autre en changeant a et b' en —b" et — a. 


467. Soit, comme précédemment, 


’ az + b 
Pr +10) + 
et posons en outre 
A, se Dm 3 


(11) OM — —; ; 
Ayn7 on Dm 
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si l'on fait, pour abréger, comme au n° 461, 


(12) 21 {a+ 8) 4[ab — Ba), 
| De b' + 24)" + (a+ b'— 26)", 
(13) | (a+ bLos)n {a ph ppm 


or — , 


2 





\ 


on aura les équations déjà considérées 











CET ne "1 (a m0 | Q% Re Cl 
Am QUES D/1+) 2 MR >" 2 
1Â) 
| ! ! Q® ? He NY. (a rad b |] Qà 
8 re y? À ? b Re cure 


mn ‘it mn 2/2+ 1 


et qui sont comprises dans les formules 


! 
5 b' het P» Ra RE lb Li bn ts tn PES Q 
Tr 


Désignons par A le déterminant ab! ba! de la fonc- 
ton Oz et par À, celui de 93; posons en outre 





(16) er dense Vian —+ EAN ARE Â (aÿ b', — ban 


n1/ 


on aura, par les formules (14) ou (15), 


Ln Q» 
(17) ES ET 


ES L/2] 
MNT A Este 
t DU 


On voit que, dans le passage de la fonction 0z à sa 
mime puissance 47, Les rapports des quantités a — b’, 
b, a!, t à l’une d'elles restent invariables et que le déter- 
minant se trouve remplacé par sa mnième puissance; cette 
dernière propriété résulte d’ailleurs de ce qui a été dit 
plus haut. 

Les formules (14) montrent que 6*z ne peut jamais 
être une fonction entière autre que z, à moins que 0 = 
ne soit elle-même entière; car, si 4! n’est pas nul, a!, ne 
peut s’évanouir que dans le cas où l’on a Oops 
alors/on a b, — 0 etia, — as 
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Pour satisfaire à la congruence (6), il faut et il suffit 
que l’on ait ‘ 


(18) Q,=0 (mod,p); 


mais, pour que z soit effectivement l’ordre de la fonc- 
üon 07, il faut en outre que pour toute valeur de m infé- 
rieure à z la quantité Q,, soit différente de zéro ; nous fai- 
sons 101 abstraction du cas où 6z est du premier ordre, 
c’est-à-dire du cas où 0z se réduit à z. 

Nous nous proposons d’étudier les fonctions linéaires 
ôz au point de vue de leur ordre. Il convient dans cette 
recherche de distinguer trois cas, suivant que la quan- 
tité {? est congrue à zéro suivant le module p, résidu 
quadratique de ce module, ou non-résidu quadratique. 


468. Examinons d’abord le premier cas où la quan- 
tité £? est congrue à zéro suivant le module p; la con- 
gruence (18) devient alors 


2n(a+b'}"1=o (mod.p). 


On ne peut pas avoir a + b' = 0 (mod. P); car autre- 
ment la condition t=0 (mod. p) se réduirait à 


Gb — bal=0, (mod: p); 


le déterminant de 9 z serait nul et cette fonction se rédui- 
rait à une constante. La congruence (18) ne peut donc 
avoir lieu que s1 2 est un multiple de p, et par consé- 
quent, dans le cas qui nous occupe, l’ordre de la fonc- 
tion linéaire 0z est toujours égal au module p. La con- 
dition = 0 (mod. p) donne 


a Lb= 92 VA (mod. p); 


d’où il suit que le déterminant À est résidu quadratique 
de p, et, par conséquent, la fonction 0z appartient au 
premier genre. 


S. — Alg. sup., IL. 24 
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On obtiendra toutes les fonctions linéaires d'ordre p 
en prenant tous les systèmes de solutions distinctes des 
deux congruences 


a+ b'=24A, ab'— ba '=A ([mod.p); 
si l’on veut d’abord les fonctions entières, on posera 
a'—=06, b'= +1, ce ‘qui donnerd "a = Are 7er 
donc les p— 1 fonctions d’ordre p 
(19) ba 340, 


en prenant pour b les valeurs successives 1, 2, ..., p—1. 
Pour avoir les fonctions fractionnaires, nous ferons 
a —1 et nous poserons 


a— b'=23g, 


ce qui donnera 
— VA ER CESR, 
a AT = VA — g, Ta 


en sorte que l'expression des fonctions fractionnaires 
d'ordre p sera 


(20) RAR EEE CAM Va : 


2+(Va—g) 


On peut attribuer à la quantité g les p valeurs 





2 AUS p 





DL ur PES 


et à la quantité ÿA les mêmes valeurs, zéro excepté; 
on obtiendra ainsi p(p—1) fonctions fractionnaires. Il 
suit de là que le nombre total N, des fonctions linéaires 
d'ordre p est 


(21) Nh=(p+1) (p—1). 


Comme tout nombre inférieur à p est premier avec ce 
nombre, toutes les puissances d’une fonction linéaire 
d'ordre p sont aussi de cet ordre; il en résulte que les 
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N, fonctions dont nous venons d'établir l'existence for- 
ment p +1 groupes renfermant chacun p —1 fonctions 
qui sont les puissances de l’une quelconque d’entre elles. 
Les p —1 fonctions comprises dans la formule (19) con- 
stituent évidemment l’un de ces groupes, et l’on obtien- 
dra les p autres groupes par la formule (20) en associant 
successivement chacune des pvaleurs de g avec le système 
des p—1 valeurs de VA. Effectivement, si l’on forme, 
en se servant des formules (14) ou (15), la puissance 
m\°"e de la fonction 0z donnée par l'équation (20), on 
trouve 


(22) Hi ER ARMES 


| expression qui se déduit de celle de 9z par le seul chan- 


gement de VA en L VA. 
469. Lorsque la quantité £? est différente de zéro, la 

congruence (18), savoir 

(23) (a+b'+at}={a+b— 25)" ([mod.p), 

peut être mise sous la forme 

(24) a+b'+2t=ila+b" —2t) {mod.p), 

en désignant par : une racine de la congruence 

(25) it==1 (mod.p}), 


En outre, pour que 7 soit effectivement l’ordre de la 


fonction Oz, il est nécessaire que z£ soit une racine primi- 


tive de la congruence précédente. 
Si, dans la congruence (24), on substitue à £ sa valeur 


tirée de la formule (12), puis qu’on fasse disparaître, par 


ah 
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l'élévation au carrré, le radical introduit, 1l viendra 


(a + b'}? (é 110 


pa HE Qr VAN ë 


(26) (mod. p); 

telle est la condition à laquelle doivent satisfaire les con- 
stantes a, b, a', b', pour que le nombre n soit l’ordre de 
la fonction 0z, dans l'hypothèse où £ est différent de 
zéro. S1 l’on pose 


(27) a— bnp, 


on pourra, au moyen des formules (12), (24)et (27), 
exprimer les quantités a, b', ba'et le déterminant À en 
fonction des quantités g, £, 1; on trouve ainsi 


ÊI fa 
{4 RER EEE PS 
RE ES 
LI 
bp ie 
(23) 4 AN à 
ba' = Ê— #, 
Air 
À 





Ces formules serviront à construire les fonctions linéaires 
que nous considérons; on pourra faire a = 1 quand cette 
quantité a/ne sera pas nulle. Il est aisé de former aussi 
la puissance rn°"* de Oz, savoir 


on trouve, en faisant usage des formules (14) ou (15) et 
en supprimant un facteur commun, ce qu'il est permis 
de faire, 


PEL hs I ; 
RE ut y Av ! 
SH 9 An 1e pet > An 


(29) DD 2! EE bep: 
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en sorte qu'on passe de l'expression de 0z à celle de 0" z 
en remplaçant simplement à par i”* sans changer les va- 
leurs de get de £. 


#70. Supposons que la quantité 


soit résidu quadratique du module p. Alors les quantités 
Leti, respectivement définies par les formules(12)et(24), 
sont l’une et l’autre réelles ; par suite, ine peutêtre racine 
primitive de la congruence (25) que dans le cas où 
l’ordre 7 de la fonction 0z est égal à p—1 ou à un di- 
viseur de p—1. Les fonctions linéaires qui répondent à 
une racine primitive 1 de la congruence (25) peuvent être 
formées immédiatement au moyen des formules (28). 
Pour avoir en premier lieu les fonctions entières, on 
fera «à — 0, b!=—1, et l’on aura ces deux solutions : 
Î — 1 ê — 1 I 


= gg — a er: de ti 'et DR TS ou , HE 





os . . « . I 
qui donneront les 2 p fonctions entières 1z + Da ct b 


si l’on attribue à b les valeurs successives 0, 1, 2,.., 


Pp—1. Mais nous considérerons seulementles p fonctions 
fournies par la première formule 


(30) iz + b 
comme appartenant à la racine 1; les p autres seront rela- 
. « 0 . CC] ï . L 
tives à la racine primitive - si » est => 2, et, dans le cas 
(4 


particulier de n— 2, elles coïncideront avec celles de la 
formule (30). 
Pour avoir en second lieu les fonctions fractionnaires, 
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on fera & — 1 dans les formules (28) et l’on aura 








| Ê +1 , x ; 
MECS tie, be, d'=T, 
CRE ( 
(31) d ’ 
JT tÊ 
Du F== © NE EE TS 
| DATES pu. 


le changement de ten —# dans les formules (31) équi- 
CEA : à 
vaut au changement de i en-: donc, lorsqu on doit em- 
"A J 


ployer successivement toutes les racines l, On peut se 





« “ cn 
borner à donner à £ toutes les de valeurs 
2, 


Pre T1 
I, 2, t-il | A 
2 





Quant à la quantité g, elle peut recevoir les p valeurs 
Où AIX ON LATE DEP 


On obtiendra de la sorte, au moyen des formules (31), 
—] à ù ; : d ; ; 

PEPEEN fonctions fractionnaires relatives à la racine é, 
2 

ce qui, avec les p fonctions entières, donnera un total de 


I : AO à 
E (p+1)p fonctions linéaires. Et cela aura lieu encore 
2 


dans le cas de 7 = 2, bien qu’alors la congruence (25) 
n'ait que la seule racine primitive —71, car, cette racine 
étant égale à son inverse, les formules (31) ne change- 
ront pas par le changement de # en —1. 


Il est facile de voir que les : (p + 1)p fonctions qui 


répondent à une racine £ sont distinctes de celles qui se 
rapportent à une deuxième racine primitive, en sorte que, 
si o(n) désigne le nombre des racines primitives de la 
congruence (25), il y aura un nombre de fonctions 








| 


u 
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d'ordre n égal à 


I 4 
= (p+i}pe(r}, 


pour lesquelles la quantité t2est résidu quadratique de p. 
En particulier, le nombre des fonctions linéaires d'ordre 
p —1 sera | 


Y 
AUPATL DELA QUE 

o(p —1) désignant ici le nombre des racines primitives 
pour le nombre premier p. 

Quant au nombre total des fonctions linéaires pour 
lesquelles £? est résidu quadratique de p, et dont l’ordre 7 
est en conséquence un diviseur de p—1, il sera donné 
par la formule 

I 
ee | RL 
Nu (p-+i)p d eln); 
pa 


2 


l'expression \ (n), qui s'étend à tous les diviseurs 7 


de p—1, 1 excepté, est égale, comme on sait, à p — 2; 


on aura donc 


\ 


I 
(32) N,u—=2(p+i)p(p—2). 


" 
Ces N_: fonctions linéaires peuvent être partagées 
I . 

en — (p +1)p groupes contenant chacun p—2 fonctions, 
G, 


qui sont les p—2 puissances d’une fonction linéaire 
d'ordre »p—1 relative à une racine rimitive donnée de p. 
P P / 
En effet. il est évident que toutes les N,_, fonctions 
? À 
que nous considérons seront données par les formules 
3o)et (31), en employant toutes les racines de la con- 
) P19) 


gruence 
iPi_1=0 (mod.p}), 


excepté 1; et ces racines ne sont autre chose que les 


+ 
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p—2 premières puissances d’une racine primitive i. Or, 
en employant cette racine primitive, les équations (30) 


et (31) donnent u (P--1)p fonctions d'ordre p—1; d’ail- 


leurs les formules (29) montrent que les puissances de 
ces fonctions se déduisent des fonctions elles-mêmes, en 
remplaçant la racine primitive à par ses puissances; on 
aura donc toutes les fonctions linéaires que nous consi- 


dérons en renant les = ( H1)p 1 répondent à la 
ron HT 1 nden 
ero P RE TERMES P qu P 


racine primitive donnée i, et en formant le groupe des 
P — 2 premières puissances de chacune d’elles. 

Les formules (31) montrent que À et à sont en même 
temps résidus ou non-résidus quadratiques de p; il s’en- 
suit que les fonctions dont nous nous occupons appar- 
Uendront au premier ou au deuxième genre, suivant que 
la racine z à laquelle elles se rapportent sera résidu ou 
non-résidu quadratique de p. Or, pour les fonctions 
d'ordre p—1,i estnon-résidu ; donc ces fonctions et leurs 
puissances impaires appartiennent au deuxième genre, 
tandis que les puissances paires appartiennent au premier 
genre. On voit aussi que, parmi nos N,_, fonctions, il y 


en a 
I 


7 (PET) PPS) 
qui appartiennent au premier genre, et 


f 


7 (P+1)p(p—1) 
qui appartiennent au deuxième genre. 


T1. Examinons maintenant le cas où la quantité 


2 — (Le) (ab'— ba!) 
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est non-résidu quadratique du module p. Alors la quan- 
tité £ est imaginaire, et pour que a et D soient réelles, 1l 
faut, par les formules (28), que la racine 1 soit elle-même 
imaginaire, ou qu’elle soit égale à —1; dans ce dernier 
cas on a nécessairement 2:= 2. Je dis que généralement 
le nombre 7, qui marque l’ordre de la fonction Oz, est 
égal à p+1 ou à un diviseur de p+1. Si l’on an — 2, 
la proposition est évidente, car 2 divise p+1; supposons 
donc x > 2. Si l'on pose 
(a+ b'} 


(33) CS rer) 


A ba. 





la congruence (26) devient 
(34) —2k#i+i1z=o (mod.p). 


On sait (n°372, théorème IIT) que les racines de la con- 
gruence irréductible (34) peuvent être représentées par z 
et i&P, et, comme le produit de ces racines est congruàr, 
on a 


(35) iP#i== 1 (mod.p); 


ine peut donc être racine primitive de la congruence (25) 
que sir est égal à p +1 ou à un diviseur de p +1. 
D’après la congruence (34), k désigne la demi-somme 


L2 . ’ L1 I . 2 
des deux racines conjuguées z et —» et il en résulte que 
[A 


l’on a 





nous attribuerons au radical qui figure dans le second 
membre de cette formule celle de ses deux valeurs qui 
fait partie de la suite 
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la seconde valeur du radical sera alors relative à la ra- 
NL RE à k , 

cine — inverse dei. Cela posé, comme l'hypothèse 4 = 0 


rendrait £? résidu quadratique de p, le cas que nous exa- 
minons ne comprend pas de fonctions entières ; on peut 
donc faire a! — r et les formules (28) donneront alors 





L'=—= SRE be tes iris 
(36) ent x 
pros / X: —+- I e AA QE 
À — : 6? RES 


Ces formules feront connaître les fonctions linéaires 
qui répondent à la racine i en donnant à g les p valeurs 


OSTES V2 Poe SIDE 
. 9 PE 
éten prenant successivement pour t” tous les Rex non- 


f LL . LL 1 L LL , LL 
résidus. On aura ainsi SP (p — 1) fonctions linéaires 


d'ordre 7 relatives à la racine 5, et il faut remarquer que 
l’on obtiendrait en même temps les puissances de ces 
fonctions en remplaçant la racine 1 par ses diverses puis- | 
sances. On voit aussi que le nombre de toutes les fonc- 
tons d'ordre n que nous considérons est 


I 
Je RE 
SP(P—i1)g(r), 


q(2) désignant, comme précédemment, le nombre des 

racines primitives de la congruence (25 ). Cette conclu- 

sion s'applique au cas de 7 — 2; alors on n’a que la 

seule racine primitive 1 —1 qui donne aussi # — —1. 
T 


Les formules (36) font ainsi connaître PER ou 


I à Laine HA 
= p(p—1) ®(2) fonctions linéaires du deuxième ordre 
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pour lesquelles £? est non-résidu quadratique de p. S1 
l’on suppose 72=p+1, on obtient l’expression 


I 
At dune LV Rats 


du nombre des fonctions linéaires d’ordre p + 1. 

Enfin, si N,., désigne le nombre total des fonctions 
linéaires pour lesquelles £? est non-résidu quadratique 
de p, et dont l’ordre est en conséquence un diviseur 
de p+-1, on aura 


I 
Np1= = P(P en): 


or l'expression Ÿ p(n), qui s’étend à tous les diviseurs 
ps 


des p+ 1 autres que 1, est égal à p; donc 
L 9 
(37) Non pipi). 


Ces N,,, fonctions linéaires peuvent être partagées en 
I j 
sP(p—1) groupes contenant chacun p fonctions, qui 


sont les p premières puissances d’une fonction linéaire 
d'ordre p ++, relative à une racine primitive donnée 
de p. 

En effet, lesN,., fonctions dontil s’agitseront données 
par les formules (36) en employant toutes les racines de 
la congruence(35), excepté 1, et ces racines ne sont autre 
chose que les p premières puissances d’une racine pri- 
mitive &. Or, en employant cette racine primitive, les 


J I : SR 
formules (36) donneront — p(p—1) fonctions linéaires 
2 


d'ordre p +1; d’ailleurs les puissances de ces fonctions 
se déduisent des fonctions elles-mêmes en remplaçant la 
racine primitive {par ses puissances ; On aura donc toutes 
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les fonctions linéaires dont nous nous occupons en pre- 
-. . I L2 4 
nant parmi ces fonctions les - p(p #3 4 1) qui répondent 
2, 


à la racine r, et en formant le groupe des p premières 
puissances de chacune d'elles. 

Les formules (36) montrent que les quantités À et 
f+I L è 
—,— Sont toutes deux résidus quadratiques de p, ou 
toutes deux non-résidus ; Je dis que ces quantités sont 
résidus ou non-résidus, suivant que l’ordre 7 de la fonc- 


Pot 


« 





tion 0z divise ou ne divise pas : On a en effet, par 


la congruence (34), 


, + . 2 — TI 
et, en élevant à la puissance PSE 
2 


D A1 











nt AN ENT ne ifi+i)? 
Fri) FRE Ve 
ques EU APE (mod. p); 
Le ARRETE I 
né: P +1 nr 
L ? (ii) NC ! 
mails on a 
RES F4 
LE COUT IN RT (mod. p), 


; “it ae PI 
suivant que 7 divise ou ne divise Pas —-—; on aura donc, 
à 


dans les mêmes hypothèses, 





\ 
' 


ALT\ 2: MASTER TN 2 
(==) = +1 ou | | Te, Ÿ | (mod. p), 
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c’est-à-dire 


se RU Pr 


A 2 =+1 ou À ? ==—1 (mod.p). 


Il résulte de là que les fonctions linéaires d'ordre p +1 
appartiennent au deuxième genre, ainsi que leurs puis- 
sances impaires ; au contraire, les puissances paires appar- 
tiennent au premier genre. Donc, parmi nos fonctions 
dont le nombre est N,,,,ilyena 


I 9 
PP 
qui appartiennent au premier genre, et 


ni (p+i)p(p—i) 
qui sont du deuxième genre. 


472. Si l’on ajoute l'unité et les trois nombres Ne, 
N,_1, Npu1, on doit retrouver le nombre N de toutes les 
fonctions linéaires prises suivant le module p; on vérifie 
effectivement, au moyen des formules (4), (21), (35) et 


(37) que l'on a bien 
N=1:—+ N, + Ni G Np+1: 


si l’on désigne en outre par G le nombre des groupes 
distincts qui sont formés par les puissances d’une fonc- 
tion linéaire d'ordre p, p—1 ou p—+-1, il est aisé de 
s'assurer que l’on a 


G= p°+ p —+ Le 


Il convient de remarquer les fonctions du deuxième 
ordre qui se distribuent dans les deux genres que nous 
avons distingués. Les unes sont les puissances de degré 
P—1 

2 





des fonctions d’ordre p—1, leur nombre est 
/ ; 
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I - ; 
à p(p +1), et elles appartiennent au premier genre ou 


To El 





au deuxième genre suivant que f est pair ou impair, 


c'est-à-dire suivant que p à la forme 4q + 1 ou la forme 


Pre 
2 





4g +3. Les autres sont les puissances du degré 


des fonctions d’ordre P + 1; leur nombre est : p(p—1), 


et elles appartiennent au premier ou au deuxième genre 
a 





suivant que est pair ou impair, c’est-à-dire suivant 
q ; 


que p a la forme 4 q 3 ou la forme 44 + 1. On voit que 
le nombre total des fonctions du deuxième ordre est égal 
à p?. Dans ce cas de n — 2, où l’on a 1——1, la con- 
gruence (26) se réduit à a + b'—0 (mod. p); il en ré- 


sulte que l'expression générale des fonctions du deuxième 


ordre est 
az + b 
aie ——— ; 
A ENT À 
on arrive au même résultat au moyen de la formule (10), 
puisqu’une fonction du deuxième ordre est égale à son 


inverse. 


473. On voit, par les développements qui précèdent, 
que, pour former les différents groupes qui contiennent 
les puissances d’une même fonction linéaire pour le mo- 
dule premier P; il suffira de connaître une racine pri- 
mitive de chacune des congruences 


Pi y, iPtiet (mod. p). 


Lesracines dela première ne sont autres que les racines 
primitives du nombre premier p, et l’on a vu au n° 372 
comment on peut obtenir les racines primitives de la 
deuxième congruence. Veut-on, par exemple, former les 
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fonctions linéaires d'ordre p + 1 pour les modules 5, 7, 
11, il suffira de trouver une valeur de k pour chacun de 
ces modules. Or les racines primitives à sont données, 
pour ces différents cas, par les congruences 


el 


. 


ere 
V 





—o (mod.$5), 


——— —=O0 (mod. 7 ), 
6 





ee = 01imod. ri 


ou 
PR re- 0 (mod. 5), 
éHhitiz=o (mod. 7) 
01e IE (mod. Lidà 
on a donc k— 2 pour le module 5, k= == 2 pour le mo- 


dule 7, etk +3 pour le module 11. 


Des fonctions analytiques propres à représenter Les 
substitutions. 


474. Dans la plupart des cas où l’on a à considérer 
les substitutions de plusieurs quantités données, il con- 
vient de représenter ces quantités, comme nous avons 
déjà eu l’occasion de le faire, par une même lettre affectée 
d’un indice variable z susceptible de prendre un nombre 
de valeurs distinctes, égal au nombre 7 des quantités 
données. Alors les substitutions qu’on doit exécuter 
portent sur les indices. 

Attribuons successivement à z les 7 valeurs dont cet 
indice est susceptible, et supposons qu'une fonction 
donnée f(z) de z prenne en même temps les mêmes va- 
leurs, abstraction faite de l’ordre; on exécutera sur les 
quantités données une certaine substitution en y rem- 
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plaçant chaque indice z par f(z). Cette substitution 
pourra être représentée par | 


[1 


ou plus simplement par Hi 

Toute substitution peut ainsi être représentée analyti- 
quement par le moyen d’une fonction; supposons, par 
exemple, que les valeurs de l'indice z soient les 7 nom- 


bres 
0, 1, 2, ..., (x —1), 


et que ces mêmes nombres soient dans un ordre différent, 
AUS CAIN AA 
e , . # 
si l’on fait, pour abréger, 
...(32— nr +1), 


et qu'on désigne par F'{z) la dérivée de F{z), la fonc- 
tion entière 
aF(z) bF(z) HE (3) 


JE SOS ES nee 
f(2) Hi 2 FAO (z à Pr) (2— 7-1) F7 — 1) 





prendra les valeurs a, b,c, ..., À, quand on donnera 
4/7 108 Valeur OP 2 (2—1); en conséquence, 
elle sera propre à représenter une substitution. 


475. Lorsque le nombre n des quantités données est 
égal à un nombre premier p, il y a souvent avantage à 
prendre pour indices un système de p nombres entiers 
quelconques incongrus suivant le module P; et à regarder 
deux nombres Congrus suivant le module comme pou- 
vant indifféremment représenter le même indice. Alors 
la fonction représentée par F(z) au numéro précédent 
se réduit à 

F(z)== ze 3, 
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et l’on a 
I __… 
F'(z}=—1 (mod.p). 


En même temps l'expression des fonctions entières f(z), 
propres à représenter les substitutions, devient 


P 7) BlzP 2 k (gp — 
D ue, Aa, 


A A ro | pen À Mur 


ou, en effectuant les divisions, 


f)=- a(21 1) — hf + PL + 3) 
CUS DT ia li its , (mod.p}. 
— AZ IE (p—1)zP + + (D —i)P 27] 
Comme on a 
a+b+c+...+4#=0 ([mod.p}), 
on peut écrire, en ordonnant par rapport à z, 
fz)=a—-[b+2rc+.. +(p—1)P24#]z 
—[b+2r-ic+.. + (p—i)r#34x]2 
(mod. p). 


DR Re mi lat le au ea us asie ire et, es à» e vers © 





476. Dans un article qui fait partie du tome LVII des 
Comptes rendus de l’Académie des Sciences, M. Her- 
mite a démontré que les polynômes f(z) dont nous 
venons de donner l’expression possèdent une propriété 
qui peut servir à les caractériser. On a effectivement ce 
théorème : 


Tuéorëme: — Soient f(z) une fonction entière de z, 
à coefficients entiers et du degré p—», et fh(z) la fonc- 
tion entière obtenue en rabaissant au-dessous de p, à 
l’aide de la congruence 3P= 3 (mod. p), le degré de la 
puissance m°"° du polynôme f(z). Pour que la fonction 


S. — Alg. sup., W. 20 


74 
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f(z) soit propre à représenter une substitution de p in- 
dices incongrus suivant le module premier p, il faut 
et il suffit que, dans chacune des fonctions 


Ah Az) +, fps), 


le coefficient de zP-1 soit congru à zéro suivant le mo- 


dule p. 


En effet, soit 
(1) PARUS A, + À, Z + À 2° +. : + As 2: 


élevons ce polynôme à la mie puissance, et réduisons 
ensuite par le moyen de la congruence 


ù 


PE 2 0 PONS 

on aura un résultat de la forme 

(2) Lf(2)"= fr (z}== AMIE Amis +, A zP—1 (mod. p). 
Posons en outre 

(3)... Doré SE (press 


si l’on donne à z, dans la formule (2), les valeurs 





PRES SN RAGE REP PS 
et qu’on ajoute les résultats, il viendra 
(4) Sm== — A), {[mod.p); 


car zP7" est congru à zéro où à 1, suivant que z est nul 
ou différent de zéro, et la somme 14 4, (p— 1)" 
est congrue à zéro si y est inférieur à p—1. 

Cela posé, supposons que f (z) soit propre à repré- 
senter une substitution. Alors la formule (3) se réduit à 


OM 2m. + (p—i)"=S, (mod. p) 


et par suite S, est congrue à zéro suivant le module P; 
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pour toutes les valeurs de m inférieures à p—1; on a 
donc, par la formule (4), 


(6) A0 (mod, p}. 


\ 


En second lieu, supposons la fonction f{z) telle, que la 
congruence (5) ait lieu pour les valeurs 2, 3,.. , (p— 2) 
de mm. On aura par la formule (4) 


Sn —=0 (mod.p}), 


pour les mêmes valeurs de m; cette congruence subsistera 
aussi pour m=— 1, d’après la formule (1), et pour m==p, 
puisque z2= z quel que soit z. On voit alors, en se re- 
portant aux formules de Newton, que la congruence 


[Z—f(o)][Z—f(i)]...[Z—f(p—1)]=0o (mod.p) 


a la forme 
ZP—axZ=0,, (mod.p), 


A 
ou même la forme 
ZP—Z=0 (mod.p); 


effectivement, toute valeur de & autre que 1 ou zéro ne 
laisserait subsister qu’une seule racine réelle Z qui 
serait égale à zéro; la valeur & — o donnerait p racines 
nulles, ce qui est inadmissible, car la congruence 


f{z)=0 (mod. p), 


étant du degré p— 2, ne peut avoir plus de p— racines. 
Il résulte de là que, si l’on donne à 2 les valeurs 


Dites Pre Eh 


la fonction f(z) prend successivement les mêmes va- 
leurs, abstraction faite de l’ordre; elle est donc propre 
à représenter une substitution. 


De 
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#77. Si la fonction entière f(z) représente une sub- 
stitution de p indices incongrus suivant le module pre- 
mier p, il est évident que la fonction 





z—=uf(z+6)+7 


représentera aussi une substitution. Or on peut disposer 
de l’indéterminée «, de manière à réduire à l’unité le 
coefficient de la plus haute puissance de z; l’indéter- 
minée 6 permet ensuite de faire disparaître la puissance 
de z immédiatement inférieure; enfin on peut disposer 


de y de manière à faire évanouir le terme indépendant 


de 3. La fonction 93 aura alors la forme 
0z—az2+ai+...+ as 2 TÈ+ 2, 


étant égal ou inférieur à p — 2. 

M. Hermite a donné aux substitutions de la forme @9z 
le nom de substitutions réduites ; 1] est clair que ces sub- 
sütutions en fourniront d’autres plus générales, f(z), 
au moyen de la formule 

fe) =e8(2+ 6) + 7 
où «&, 6, y désignent des indéterminées. Il faut remar- 
quer que les substitutions réduites ne déplacent pas l’in- 
dice zéro. 

Le théorème du n° 476 prend une forme plus simple 
quand on l’applique aux fonctions réduites. Effective- 
ment, si l’on élève la fonction 803 à la puissance de de- 
gré m, et qu'on réduise au moyen de la congruence 
zP= z (mod. p), on n'introduira aucun terme indépen- 
dant de z; si donc on remplace ensuite 37! par 1, le 
coefficient de z?-! deviendra le terme indépendant de z. 
On peut alors énoncer comme il suit le théorème établi 
plus haut : 


Pour que la fonction réduite Oz puisse représenter 
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&/ 


une substitution, il faut et il suffit qu'en élevant 0z 
aux puissances 2, 3, ..., (p— 2), et en réduisant les 
résultats par la congruence zP-'==1 (mod. p), les termes 
indépendants de z soient congrus à zéro. 


Les fonctions réduites ÿz sont encore susceptibles 
d’une réduction ultérieure, car, si l’on pose 


@(:)—a0(xz), 


on pourra disposer de l’indéterminée & de manière à ré- 
duire à l’unité le coefficient de la plus haute puissance 
de z, dans @(z), et il restera une indéterminée a dont 
on pourra disposer à volonté. Ces considérations trou- 
veront plus loin leur application. 


478. Lorsque le nombre n des quantités données est 
égal à une puissance p’ d’un nombre premier, on peut 
choisir pour indices, avec Galois, les p” valeurs que peut 
prendre l’expression 


Ag+di+aÙ+ ..+a,.st"t, 


dans laquelle : désigne une racine d’une congruence 


irréductible 
F(x)=o (mod.p) 


du degré y. Si la fonction irréductible F(x) appartient 
à l’exposant p’— 1, 1 sera une racine primitive pour la 
congruence 

xl 1—1==0 (mod.p) 


et les indices autres que zéro seront représentés par les 


puissances 
ë ot 


7 1 


Enfin, lorsque le nombre 7 est un nombre composé, 


rè par), 


47 
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P; 4: 1, «+. étant des nombres premiers, et v, u, À, ..…. 
des exposants quelconques, il peut être avantageux de 
représenter les quantités données par une même lettre 
affectée de plusieurs indices +, 6, y, ..., en nombre égal 
à celui des nombres premiers p, 4, r, ..., et de prendre 
pour valeurs des indices les fonctions entières composées 
respectivement avec une racine des congruences 


Fi(x)=o (mod.p), 
F,(x)=o (mod.g), 


F;(x)=0 (mod.r), 


Fix), Fox), F3(x), ... désignant des fonctions en- 
uères des degrés y, p, À, ..., irréductibles relativement 
à leurs modules respectifs p, q,r, 


Des substitutions rationnelles et linéaires. 


479. Les fonctions entières et linéaires az+ 6, prises 
suivant le module premier p, donnent des substitutions 
des p indices 

Or 2). en NI PI SRE 


Le nombre total de ces substitutions est p(p—:1),etil 
est évident qu’elles forment un système conjugué. 

Les fonctions rationnelles de la forme 

az + b 
(x) Done PRE 
prises suivant le module premier p, peuvent être em- 
ployées pour représenter des substitutions de p+1in- 
dices; les valeurs qu’il faut attribuer à ces indices sont 
alors 
OT, PP D Une 
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et l’on doit toujours regarder deux nombres congrus sui- 
vant le module p comme pouvant représenter le même 
indice. La substitution de l'infini à z se fait d’après les 
règles de l’Algèbre ordinaire, et lorsque, pour une valeur 
particulière de z, le dénominateur 4z est congru à zéro, 
la fonetion prend la valeur de æ . C’est là une conven- 
tion qu’on est libre de faire, attendu qu’elle n’est en 
contradiction avec aucun des principes fondamentaux 
de la théorie des congruences. 
En résolvant la formule (1) par rapport à z, il vient 


LES b'Oz 


ds a 


Z 


cette formule montre qu'il n'existe qu’une seule valeur 
de z propre à faire acquérir à 0z une valeur donnée, ce 
qui est nécessaire pour que ÿz puisse représenter une 
substitution. 

La congruence 


(2) 0:==z (mod.p) 


peut se mettre sous la forme 


(3) a'#—{(a—b'}z—b==0o (mod.p), 
ou 

[2atz—(a—b')P==(a-+b} — A(ab'— ba’) (mod. p}. 
Elle n’aura aucune racine réelle si la quantité 


(4) (a+ 8} 4(ub'— ba!) 
\ 
est non-résidu quadratique relativement à p; alors, la 


congruence (2) ne pouvant subsister pour aucune valeur 
de z, la substitution 0z déplace tous les indices. Si la 


a deux racines réelles et égales; par conséquent, la sub- 


quantité (4) est congrue à zéro, la congruence (2) ou (3) 
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sutution 0z déplace p indices. Enfin, si l'expression (4) 
est résidu quadratique de P, la congruence (2) a deux 
racines réelles et inégales; en conséquence, la substitu- 
uon 0z ne déplace que P — 1 indices. 


480. Désignons par 7 l’ordre de la fonction linéaire 
= 
Ûz, et considérons la suite 


25 VE) VIA NÉE 


Si la congruence 9 z = z (mod. p) a une racine réelle 
z0, les termes de la suite précédente se réduiront tous 
à Zo pOur z—7Zz9; mais, pour toute autre valeur z, de z, 
aucun de ces termes ne se réduira à Zo. Laissant de côté 
ces valeurs zç s’il en existe, Je dis que les termes de la 
suite précédente auront toujours des valeurs distinctes ; 
car si l’on avait, par exemple, 


Qu+v Zi 0" Z4 (mod. P); 


en posant 
il en résulterait 
dz3==27 (mod.p}); 


ce qui est impossible, car, v étant inférieur à ñn, On ne 
peut avoir identiquement 


Dee z 1 (mode Ah 


d’ailleurs, par les formules du n° 467, la précédente 
congruence n’est autre chose que 


9:22 (mod. p}, 


et, en conséquence, elle n’admet pas la racine z,. 

On peut conclure de là que la fonction linéaire 9z re- 
présente une substitution d'ordre n, et, d’après la classi- 
fication que nous avons établie, on voit que le système 


A  — — —————_——————_— 
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des substitutions linéaires ne comprend que des substi- 
tutions circulaires, dont l’ordre est l’un des nombres 
P +1, p; P—1 avec les puissances des mêmes substi- 
tutions. 

Le nombre total des substitutions linéaires est 
(p—1)p(p—:1), et parmi ces substitutions 1l y en a 


+r)p(p —1 , Le 
Bee dont le déterminant est résidu quadra- 


tique du module. De là résulte la proposition suivante : 


Tuéorème. — L'ensemble de toutes les substitutions 
linéaires, relatives à un module premier p, constitue 
un système conjugué trois fois transitif d'ordre 
(p+1)p(p—:1). Ên outre, les substitutions linéaires 
dont le déterminant est résidu quadratique forment 
un système conjugué deux fois transitif d'ordre 


= (p+1)p(p 1): 


Effectivement, le premier de ces systèmes renferme des 
substitutions circulaires d'ordre p+1, d'ordre p et 
d'ordre p— 1. Quant au second système, il renferme des 
substitutions circulaires d'ordre p avec des substitutions 





; ae - a 
régulières d'ordre ? ; et parmi ces dernières on en 
2 


peut toujours trouver une qui remplace un indice donné 
zo par un autre indice donné z,. 

Dans le cas de p = 5, on retrouve immédiatement le 
système triplement transitif de substitutions de six lettres 
dont nous nous sommes occupé au n° 492. 


De quelques propriétés des substitutions lineair'es. 


© ASA. Tuéorkme I. — Si Ez désigne généralement 
les p(p — 1) substitutions linéaires et entières, relati- 
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vement au module p, et que Y9z soit une fonction 
linéaire quelconque donnée, les substitutions de la 
forme o"1Eoz formeront un système conjugué d'or- 
dre p(p—1) qui ne déplaceront pas l'indice z pour 
lequel la fonction 9z est infinie. 


En effet, en premier lieu, les substitutions Qt Eowz 
forment un système conjugué semblable à celui des sub- 
sututions Ez (n° 427). En second lieu, soit z9 l'indice 
que les substitutions p—"Eoz laissent immobile ; on aura 


9. Ep%==z (mod.p), 
d’où 
E9z:=?z (mod.p). 
Il résulte de là que les substitutions Ez ne déplacent 
pas l'indice #z,; on a donc 


DZ 
220 ONG 


CorozLarre I. — {{ existe P -+ 1 systèmes conjugués 
d’ordre p(p — 1) dont chacun est composé de substitu- 
tions linéaires qui toutes laissent inmobile un méme 
indice. 


CoroLzaïre Il. — Chaque système d'ordre p(p —1) 
s'obtient en multipliant l'un par l'autre les systèmes 
formés respectivement par les puissances de deux substi- 
tutions linéaires qui ne déplacent pas un méme indice z,, 
et qui sont l’une d'ordre p, l’autre de l’ordre P—1. 





Car soient 


les systèmes formés par les puissances des substitutions 
y: f P 

zetwz des ordres respectifs p etp—1,quine déplacent 
pas un indice z,. Le nombre des produits ®@’z étant 
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p(p—1), il suffit de montrer que ces produits sont dis- 
tincts. Or, si l’on avait 


ob Oz — ge one 
on en conclurait 


/ “ 
Te pe HER À 
1 


ce qui exige que l’on ait = y, v'= y, puisque la sub- 
stitution @z d'ordre p—1 laisse deux indices immo- 
biles, tandis que 9z déplace p indices. Notre proposition 
est donc établie. 


Corozzaire IL. — Le système des (p +1) p(p — 1) 
substitutions linéaires s'obtient en multipliant l’un des 
systèmes d'ordre p(p— 1), dont les substitutions laissent 
un indice immobile, par le système des puissances d’une 
substitution linéaire d'ordre p +1. 


Soient 
3, 91 7; Do 7; +9 Pp(p—1) 1 Z 
el 
ROC AN ie re VA 


les deux systèmes dontil s’agit. Les produits ®,0’z étant 
au nombre de (p +1) p(p—1), il suffit d'établir qu'ils 
sont distincts. Or, si u/ et v/ne sont pas égaux respecti- 
vement à Z et y, on ne peut pas avoir 

Du pis ou 023, 
car il en résulterait 

y— y! 
Pa pez = 0 2, 


ce qui est impossible, puisque la substitution 9 déplace 
un indice que les substitutions 9 laissent immobile. 


489. Tagonime IL. — Soient 0z une substitution li- 
néaire d'ordre p qui ne déplace pas l'indice z6, et 42 
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une substitution linéaire quelconque. Pour que l’on 
puisse avoir 
pl 0pz — 62, 


il faut et il suffit que La substitution pz ne déplace pas 
l'indice z,. \ 
En effet, la congruence 
0z5==2, (mod.p) 
entraîne 


#z,—=z) (mod. P). 
Si donc on a 





Ûo z — oz, 


il viendra, pour des) 


0925 =?) (mod. p), 


| 
| 
et, puisque la substitution 9z déplace tous les indices à | 
l'exception de z,, on a | 

| 


?Z5==Z) (mod.p), 


ce qui exprime que la substitution 9z laisse zç, immobile. 

Réciproquement, si pz ne déplace pas z,, il en sera de 
même de la substitution 97! 092; celle-ci est d’ailleurs 
du même ordre que 0z. Donc les deux congruences 


RÉ EE SE 


| 


0z==3z 


r 9023 (mod.p) 


ünt l’une et l'autre la même racme unique Z,; il en 
résulte, d’après le mode de formation des fonctions li- 
néaires, que les fonctions ?-'0yzet Oz font partie d’un 
même groupe de puissances, et l’on a 


pl Ûo z = OR: 


Il faut remarquer que l'ordre » de oz est égal à p ou à 
un diviseur de p— 1. Mais, si le premier cas a lieu, oz 
n’est autre chose qu'une puissance de Oz. 
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CorozzarrE I. — Une substitution linéaire d'ordre p 
n'est échangeable avec aucune autre substitution li- 


| néaire, si ce n'est avec ses PUISsances. 


En effet, si la substitution 0z est d’ordre p et que #z 
ne soit pas une puissance de Oz, l'égalité 


(1) 0pz—#0z où p-!0pz— 0z 


| exige, comme nous venons de le dire, que l’ordre de @z 











soit un diviseur de p — 1. Alors la congruence 
(2) pz==3 ([mod.p) 


a une racine z, distincte de z,, et l’égalité (1) donne, 


pour 8 — 3}; 
062=—=9%0z (mod.p}, 


d’où il suit que la congruence (2) a la racine 0z,. Or les 
racines de cette congruence sont z, et z9 = 02, ; donc il 
faudrait que l’on eût 


02—=7 ou 07 =0%, 


et, par suite, Z, = Zo, CE qui n'a pas lieu. 


CoroLLarRE II. — Soient 0z une substitution linéaire 
d'ordre p et ®z une substitution linéaire dont l'ordre n 
est un diviseur de p— 1. Si les substitutions 03 et qz 
laissent immobile un méme indice z,, où obtiendra un 
système de substitutions conjuguées d'ordre np en mul- 
tipliant le système des puissances de 03 par celui des 
puissances de 93. En outre, ce système d'ordre np ren- 
fermera toutes Les substitutions linéaires d'ordre n qui 
ne déplacent pas l'indice z5. 


Il est évident qu'on obtiendra un système conjugué 
d'ordre np en multipliant l’un par l’autre les deux sys- 
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tèmes 
OR EE ANA Eee 2 


3, PAS NOEZAIUES. Li polis te 
En outre, ce système d'ordre np renferme toutes les 


substitutions d'ordre 7 de la forme 67 Ecbiz, et, comme à 
peut avoir l’une quelconque des valeurs 


0,41,2,997 MP 


on trouvera p systèmes formés chacun par les puissances 
d’une substitution d'ordre n qui ne déplace pas l’in- 
dice z5. Or il n’existe pas un plus grand nombre de tels 





systèmes : 1l suffit donc d'établir que ceux dont nous ve- 
nons de parler sont distincts. Je dis que l'égalité 


0 o0z 2 Ori vo" Qi 
est impossible, car, si elle avait lieu, il en résulterait 
0/00} z as oXz; 
mas on a®!Üz=— 02, ei, par conséquent, 
ps 09 z— Oz, 0/02 o0v z : 
on aurait donc 
pg(b—1)Jz — oz, Q(u—1)j > — pire 


ce qui exige À —1,p—1. Mais, si l’on avait u—1, les 
subsütutions 0z et oz seraient échangeables, ce qui n’a 
pas lieu. 


483. Tréonime III — Soient 0z une substitution 
linéaire d'ordre P 1, et oz une substitution linéaire 
distincte des puissances de Oz. Pour que l’on puisse 
avoir 


(1) DT 100z — 042, 


il faut et il suffit que pz soit une substitution du deuxième 
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ordre et que les racines réelles ou imaginaires 39, z 
de la congruence 


06z2==z (mod.p) 
soient telles, que l’on ait 
P20=—= 2%; PZ1#*Z (mMOd.p). 


Dans le cas où l’ordre de 0z est p—1, les racines z,, 2, 
sont réelles et la dernière condition exprime que la sub- 
stitution 9z transpose les deux indices que 0z laisse 
tmmobiles. 


Si l'égalité (1) a lieu, le système des puissances de 
p710%z, savoir 


L+ AND De D NO DENT 
coïncide avec le système 
(3) CREME ET 


des puissances de 9z. Chacun des systèmes (2) et (3) 
renferme une substitution du deuxième ordre, et alors 
ces deux substitutions doivent être égales; on a ainsi 


p +1 HE pes DIE 


(4) PONENUEz — 0) sou 0 2) pr==90 ? 2. 
Réciproquement, si cette égalité (4) a lieu, les systèmes 
(2) et (3) étant du même ordre p = 1 et ayant une sub- 
stitution commune, ils coïncident nécessairement. 


p+i 
Si l’on remplace z par 8 * oz, l'égalité (4) devient 
pti pæi 
ÿ 2. LEE z — 001 oz = p°Z; 
p+t 
6? oz et pz ont donc le même carré, et il en résulte 
que ces fonctions sont du deuxième ordre. En effet, si le 


contraire avait lieu, les deux substitutions dont il s’agit 
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appartiendraient l’une et l’autre au groupe des puissances 
d'une même substitution linéaire Ÿz; on aurait 


0 2 pz—"Ÿz, pz —= Ÿ"z, 
d’où 
LÉ cn + 


et par suite les fonctions o ét Ÿ feraient partie du même 
groupe de puissances, ce qui est contre l'hypothèse. 
Ainsi l’on a 








(5) pz=—"3, 0 2 #0 2 DRES Z 


et réciproquement ces égalités entraînent la formule (4). 
Cela posé, soient z, et z, les racines réelles ou ima- 
ginaires des congruences 





l'égalité (4) donnera 


pEi pÆEi 


D 0 2 pz—=2, 910 ? oz—=Z4 (mod.p), 





ou 
PA net 


O2 pzo=920, 0 ? pu —=y?z (mod.p), 





d’où 1l suit quewz, etoz, ne sont autre chose que Zoetz1. 
Mais si l’on a 920=—= 230, ?z1= 74, les fonctions oz el 
Fieil 


8 ? z, qui sont du deuxième ordre, coïncideront: donc 
on a 


(6) 2%0=2%4, ,924—=2, (mod.p). 


Réciproquement, si ces congruences (6) ont lieu, les 


4 


congruences du deuxième degré 


Je 


pŒA 
2 


p10 2? oz2=—=7z, 0 z=7z (mod.p}, 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
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auront les mêmes racines, et, comme leurs premiers 
membres sont des fonctions du deuxième ordre, ces 
premiers membres seront égaux entre eux. 


CorozLaIRE 1. — J{ existe p 1 substitutions du 
deuxième ordre 03 telles, que l’on ait 


27 "Vos De, 


savoir : p+1 si 0z est de l’ordre p +1, et p—:1 si 0z 
est de l’ordre p—1. 


En effet, z, et z, désignant comme précédemment les 
racines de la congruence 0z= 3 (mod. p), si l’on a 


PZo =, PZ=—=2% (mod.p}), 


. 


la fonction linéaire du deuxième ordre oz sera 


a(z— 29 — 4) + az. 
) 





OZ Sp 
T area 


: N'ATS ORALE 
cette expression renferme une indéterminée — à laquelle 
a 


on peut attribuer les p —+ 1 valeurs 
OSNLS 2,09, «eos (Di —1), ©; 


toutefois, quand z, et z, sont réelles, il faut rejeter les 
«a 


a ? 
deux valeurs mo == 3 pour lesquelles l’expres- 


sion de ®z se réduit à une constante. Donc le nombre des 


substitutions @z est toujours égal à l’ordre de 0z. 


CorozLaIre Il. — $S1 0z est une substitution d'ordre 
p Xiet que oz soit l’une des pÆ1 substitutions du 
deuxième ordre telles, que 


pl 0pz — Oz, 


on obtiendra un système de 2{p=1) substitutions conju- 
S. — Alg. sup., II. 26 
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guées, en joignant aux puissances de 0z leurs produits 
par 9z. En outre, ces p+1 produits seront précisément 
les p1 substitutions du deuxième ordre qui satisfont 
à la précédente égalité. 

D'abord :1l est évident qu’on obtiendra un système 
conjugué, en multipliant l’un par l’autre, à droite ou à 
gauche, les deux systèmes 


GPS 


2, 
2,102, V6, as ï. 


Z, 2. 
Ensuite, si l’on considère un des produits obtenus, 


(1) vs b'pz, 
comme l'égalité 
ol 00z — 6" z 


entraine 
Di ble se ON 
PT 0t0z — 62, 


On aura aussi 
(2) Va = pére. 
Les formules (1) et (2) donnent 
V?2z = Oiowbttz — ge )Ez 


cela exige que l’on ait 


WAR 2 


car autrement les fonctions d et (o appartiendraient au 

groupe des puissances de 8, ce qui est contre l’hypothèse. 

Les produits dioz sont donc tous du deuxième ordre. 
L'égalité (1) donne 


Qiz — Yoz, 


et 1l en résulte que toute substitution linéaire 0z est le 
produit de deux substitutions du deuxième ordre. 


4 
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Remarque. — On obtient un système conjugué d'ordre 
27 Si, en posant p+i—mn, on multiplie l’un par 
l’autre les deux systèmes 


2: VUE PP, di 3e QU OT 
Z, PZ. 
CoroLzLzairE III. — Pour que deux substitutions li- 


néaires qui ne sont pas des puissances d'une méme sub- 
stutution soient échangeables, il faut et il suffit qu'elles 
soient toutes deux du deuxième ordre, et que les indices 
(réels ou imaginaires) que l'une des substitutions laisse 
immobiles soient transposes par l'autre substitution. 


En effet, soient o et d deux substitutions linéaires qui 
ne sont pas des puissances d’une même substitution. Si 
ces substitutions sont échangeables, aucune d'elles ne 
sera d'ordre p (n° 482); Wz sera donc une puissance 
d’une substitution 83 d’ordre p +1. L'égalité 


Voz — oz ou CE z == Ÿz 


ne peut avoir lieu que si le groupe des puissances de 
9-!0oz coïncide avec celui des puissances de 07; cela 
exige que ®z soit du deuxième ordre. Le même raisonne- 
ment prouve que Ÿz est aussi du deuxième ordre; alors, 
d’après le théorème qui précède, si z, et z, désignent les 
racines de la congruence 9z=— 3 (mod. p), les conditions 
pour que Yz et Yz soient échangeables sont 


ŸZ—=Z%, ŸA=—=Z% (mod.p); 


il est évident que l’une de ces conditions entraîne l’autre. 


484. Tuéorime IV. — Soient Oz une substitution 
linéaire d'ordre p+1, pour le module p, etwz une sub- 
stitution linéaire quelconque. On pourra satisfaire à 

26. 
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l'égalité 
OTm0z RE rt 
où Ez désigne une substitution linéaire et entière, en 
attribuant à l’un quelconque des nombres m et n l’une 


quelconque des valeurs 0, 1, 2,3, ..., p; la valeur de 
l’autre nombre sera alors déterminée. 


En effet, la substitution Oz étant d'ordre p+ +, les 
puissances 
ZiMOx, 1072 Sa reD RE 


prendront dans un certain ordre les valeurs 


OS T2 00 cut UP NTI 


quelle que soit la valeur que l’on attribue à z. Cela étant, 
posons 
CROSS, UD 2) ENT Et M 

S1 le nombre 7 est donné, la première de ces formules 
détermine z,, la deuxième donne ensuite z,, et alors le 
nombre m est déterminé par la troisième formule. Si au 
contraire le nombre 72 est donné, la troisième formule 
détermine z,, après quoi la deuxième donne z,—"©"!z, 
et le nombre 7 est ensuite déterminé par la première 
formule. D’après cela on a 


gr? 07 Q) — 00 
c'est-à-dire que la fonction linéaire 05 073 devient in- 
finie pour z — + , et par conséquent elle est entière 


CorozLairE. — Si le déterminant de La substitution © z 
est résidu quadratique du module p, que r désigne une 
racine primitive pour ce module et que les entiers m, n 
soient tels, que la substitution 


QPp+i-—m o0?z 
soit entière; si l’on pose en outre 


ous = 062 pere = 0e), 
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La substitution 
—1 
Fr Sfn2 
sera entière et son déterminant sera résidu quadratique 
de p. 
En effet, suivant que m et n sont pairs ou impairs, la 
substitution dont il s’agit a l’une des formes 


I I 
g—m w0"z, g—m mr, = 0m wO"z, — ÿ— 7 07 rz; 
r 7e 


elle est donc entière. D'ailleurs son déterminant est 
résidu quadratique de p, car elle est le produit de trois 
substitutions f 2, wz, f,z, dont les déterminants sont 
résidus quadratiques. 








ExempLe. — Supposons p = 7, r —3, et prenons 
z + 6 Tr 2 
CFE Ces: Des 59 
z + 4 z + 6 
on aura 
KL , 
MN Po50*z— 4z +4, 
Li à 
Here, 3 0008: — 2: +6, 
3 Paliz 4z+ 4, 0*50$z— 3 + 3, 


I » 
06503 3z —2z +06, ;Oaf3z—4z+ 4. 


Sur les substitutions de cing et de sept lettres. 
485. Lorsque le nombre premier p est égal à 3, les 
substitutions des p — 1 indices z 
DUT NS, dm) 


sont toutes linéaires et entières. 
M. Betti a donné pour le cas de cinq lettres l’expres- 
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sion analytique des substitutions, et M. Hermite a résolu 
ensuite le même problème à l'égard des substitutions de 
sept lettres. Nous allons exposer 1c1 Ces importants ré- 
sultats. 


Des SUBSTITUTIONS DE CINQ LETTRES — Considérons 
d’abord le cas de cinq indices: d’après ce qui a été dit 
q ONE 4 
au n° #77, les formes réduites des substitutions sont 


02=z, #, + az (mod.5). 


La deuxième forme doit être exclue, car on en tire 
[82P=z=1 , (mod. 5); 
la troisième donne 
[02 = 26+ 2azt + 22 — (1 + &@)#+oa (mod. 5), 


et pour faire disparaître le terme indépendant il faut 
poser a— 0. Toutes les autres conditions se trouvant 
d’ailleurs remplies (n° 477) par l'expression 0z= 2, il 
en résulte que la totalité des substitutions pour un sys- 
tème de cinq indices sont comprises dans les deux formes 


uz+6, a(z+ 6)? + v 


où l’on n'excepte que la valeur de & == 0. 


ASG6. Des sussriTurions DE sEpr LerTres. — Dans le 
cas de sept indices, les formes réduites ne peuvent être 
que les suivantes : 

02, area a2t 
in : (mod. 7), 
Z2'+ az + bz, Las Lb2 + cz 
parmi lesquelles on doit rejeter d’abord la deuxième et 
la troisième, parce que le terme indépendant de z subsiste 
nécessairement dans le cube de l’une et dans le carré de 
l’autre. 
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Soit 
6z2—=3t+ az?+ bz (mod. 7); 


on voit immédiatement que le terme indépendant dans 
[4z|? est a; on a donc a=0 (mod. 7). On trouve ensuite 
(zt+ ba = 28 + 302 + 3b2z5 + bèz | 
(mod. 7), 
=={(b2+ 3b)z+ (38? + 1) 
ce qui exige que l’on fasse 
3b2+1=0, b=+3 (mod.7) 
On a ainsi les deux formes 
Oz— 2 +33, 92 —zt — 37; 
mais la seconde se ramène à la première par la transfor- 
mation indiquée au n° 477, car, si l’on fait 
Oz — a?0{az) — «(az + 3az) — 2 +3 az, 
cette formule se réduit à 
Oz — zt— 33, 


si l’on suppose 
Dee (mod 7h 


c’est-à-dire si l’on prend a non-résidu quadratique de 7. 
Cela étant, on a la série des puissances qui suit : 


Oz2= 2+3z | 
(0: = 62° + 37? 
[02 = 2° (mod. 7), 


 Fezf= 33 +3 
[02 = 325 + 67° 
en sorte que toutes les autres conditions se trouvent 


remplies d’elles-mêmes. 
Soit en dernier lieu 


Gz—=75+a+bz+cz (mod.7); 
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On aura, en égalant à zéro le terme indépendant de z dans 
le carré, dans le cube et dans 


la quatrième puissance 
de @z, 


2C+ a = 0, \ 


b(3 +6 ac + &?)=0, (mod. 7). 
ab? + 4 be? + 2(2a + @){1+ 2ac + b?)= 0 
La deuxième condition est satisfaite en posant 
b=0o (mod, 7), 

ce qui réduit la troisième à 

(2e + c?)(r + 2ac)=0 (mod. 7); 
remplaçant c par la valeur — . = 3a? (mod. 7), tirée 
de la première Congruence, on obtient l'identité 

2(a+at)(1— a) = 2 (a —4)=o (mod. 7). 


On a ainsi cette expression 
0225 + 028 + 3 02z (mod, 7), 


où a reste indéterminé, mais que l’on peut ramener au 


cas de a= 0 et à ceux de a=1,a==3, au moyen de la 
relation 

aO(uz) = 25 — aout + 3uu2z (mod. 7). 
On 


vérifie facilement que la cinquième puissance de 
notre expression de 0z ne renferme pas de terme indé- 
pendant, en sorte que la dernière condition exigée se 
trouve satisfaite d’elle-même. 

Supposons maintenant que à ne soit pas nul suivant 


le module 7. La première des conditions écrites plus 
haut nous donne 


C=3a (mod. 7) 








, — 
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et, en substituant cette valeur, les deux autres se rédui- 


sent à 
3-13 + = 0 | 


mod. 7); 
a +a=0 \ 7/3 
il suit de là qu'on a ces deux solutions 


a=0, b=—+to2 | 
et > (mod. 7). 
d=—1, b= Ex 


On conclut de là ces nouvelles formes réduites 


0z2= 27 oz? 


(mod. 7), 





0z2=35+ az = 7? + 3a°?z 





a étant ici un non-résidu quadratique de 7; enfin, par la 
transformation déjà employée plus haut, on ramènera 
ces deux formes aux suivantes : 


Dr 3 <'9.7? 


Oz 2 + 3237 3 





(mod. 7). 





En résumé, toutes les substitutions des indices 
O, 1.02. 5. 4, 5, 6, 


au nombre de 
1:20 4010470040, 


peuvent être représentées par 
uz +6, af[z+6) +7, 
la fonction 0z prenant successivement ces formes : 


1 tes SEA 
SE 22, 
z5+ a+ 3a?z (a quelconque), 


S+añ-tz+ 3a?z (a non résidu de 7). 
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487. M. Hermite a publié d’abord les résultats qui 
précèdent dans les Æ{nnales de M. Tortolini, et il les a 
complétés ensuite par des remarques que nous Croyons 
utile de reproduire. 

Considérons les deux formes réduites z*+3z,z5+oz?, 
qui font parte de celles que nous avons obtenues, et 
distinguons les valeurs de z en deux groupes, contenant 
l'un les résidus quadratiques, l’autre les non-résidus, 
relativement au module 7. On trouvera 


I] 


z  (z résidu quadratique de), 


2 13z 


2 
4z (znon-résidu de 7), 


Il 


et 
+ 22=3z (zrésidu quadratique de 7 }s 


z  (znon-résidu de 7). 


[ 


Considérons en deuxième lieu la forme réduite 
2°+ 2% +37, et distinguons les indices en résidus cu- 
biques et en non-résidus relativement à 7 ; On aura 


BH SR T2 DZ (z résidu cubique de 7), 
== +2z (znon-résidu cubique de 7). 


Considérons enfin les deux substitutions z5 + 3233 _z 
et 25+ 32 + 222 7, On pourra encore ramener ces 
substitutions à la forme monôme, mais d’une manière 
toute différente. On a, en effet, 


25 323 7 32? (=< 2)» 


Es — 32 ( CEA De 


d’où l’on conclut, en faisante— +1, 


25 + 325 ce —z2=(3+c:)2 (=<1), 


34 ss (> 2). 
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| Ces résultats, dit M. Hermite, autorisent jusqu’à un 
certain point à supposer que, dans l'étude des formes 
analytiques des substitutions pour un nombre premier p 
de lettres, les expressions nommées réduites seramènent 
elles-mêmes à d’autres beaucoup plus simples, en con- 
sidérant les valeurs de l’indice comme résidus ou non- 


résidus de puissances dont l’exposant diviserait p — 1, 
| ou bien encore comme divisées en deux séries formées 
| 
| 


| l’une de nombres inférieurs a? et l’autre de nombres 


| supérieurs. 





488. Par exemple, le nombre premier p étant quel- 
conque, si l’on a une substitution réduite de la forme 


PA DEL 
me (ie + I 2 pale 2 va 


il est clair que l’on peut écrire d’une manière plus simple 
0z2—2az (sizest résidu de p), 


6z—92bz (siz est non-résidu dep). 


C'est à cette catégorie de substitutions qu’appartient, 
dans le cas de p — 7, la substitution réduite 
Oz — — 25 — 22°, 
qui est telle, que l’on a 
6[0z:]=32 
et 
2 DA 
HLan(z) +6] 2ano(s+ +) AL (b5+ 20°), 
«a 





a*b 


pourvu que a soit un résidu quadratique de 7. 
Il résulte de là que, a étant résidu de 7, les substitu- 
tions représentées par les expressions 


az+b, aûl(z + b)+c 
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forment un système conjugué. La première expression 
donne 3 X 3 ou 21 substitutions, la seconde en donne 
3»x<7?ou 147. Donc il existe un système de 168 substi- 
tutions conjuguées de sept lettres; l'indice de ce système 
est égal à 80. Cet important résultat a été constaté pour 
la première fois par M. Kronecker. 
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me mme 





CHAPITRE V. 


APPLICATIONS DE LA THÉORIE DES SUBSTITUTIONS. 


| Des valeurs diverses que prend une fonction de plusieurs 
variables par les substitutions de ces variables. 


489. Je me propose ici d'appliquer les principes éla- 
blis dans les Chapitres précédents à l’étude des fonctions 
de plusieurs variables, au point de vue des valeurs di- 
| verses que prennent ces fonctions par les substitutions 
| des variables. 

Il suffit pour notre objet de considérer les fonctions 

rationnelles et même les fonctions entières; mais les dé- 
| veloppements qui vont suivre s'appliquent à toutes les 
fonctions bien déterminees. 

Désignons par V une fonction bien déterminée des 
n variables 

DE ae se À dns 
formonsles N— :.2.3...n substitutions de ces variables, 
etexécutons successivement toutes ces substitutions dans 
la fonction V : nous obtiendrons ainsi N résultats 


(1) OV), VOLE V EH 


Si la fonction V est symétrique, les N résultats (1) se- 
ront tous égaux entre eux; au contraire, 1ls seront tous 
distincts si la fonction V n'offre aucune symétrie. Ce der- 
nier Cas se présentera en particulier si l’on a 


V = ko Lo + Xi T1 —- U2T9 +. + An—1 LT n—1» 


os is ce) An—1 étant 7 coefficients InÉgaux. 
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Désignons généralement par y le nombre de celles des 
fonctions (1) qui sont égales à V; alors y sera le nombre 


des substitutions que l’on peut exécuter sur V sans chan- 
ger cette fonction. Soient 


ÿ$ LS D 0e ON 


ces g substitutions. Comme la fonction Vne change pas 
quand on exécute, dans un ordre quelconque, deux ou 
un plus grand nombre des substitutions (2), il est évi- 
dent que ces substitutions constitueront un système con- 
Jugué. 

Nous avons vu (n° 425) que les N substitutions des 
n variables peuvent être représentées par 


ts Di S>, es 5 DDR 
F3 TS TE82 TEE 
(3) Ten Tag Ta Ses TS 
PANNE ie 1 £ 
Toi, Th iSs Toi Se ESS 


donc les N — uv fonctions (1) pourront être représentées 
par 

Y,, von, ve et Vs 

VLPNR ENS EN D et  ARNSNE C 
(4) ve. vi, VPN Vi 


LOVE OV RTE 


y—1 9 y—1 ? Y—1 


V} désignant généralement le résultat obtenu en exéCu- 
tant sur V, d’abord la substitution S;, puis la substitu- 
tion T;; dans le cas de j — 0, la substitution S ; doit être 
réduite à l’unité, et nous écrivons Vi au lieu de V9. 
Comme les substitutions S ne changent pas V ou V,,on 
voit que, dans le tableau (4), les termes d’une même ligne 
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horizontale sont égaux entre eux, et que les seules va- 
leurs distinctes de V sont 


(5) DEVRA Ve 


490. Lorsqu'une fonction ne sera pas altérée par une 
substitution, je dirai, pour abréger le discours, que la 
fonction admet la substitution ; on peut alors énoncer la 
proposition suivante : 


Taéorème I. — Les substitutions d'une fonction de 
plusieurs variables forment un système conjugué, et l’in- 
dice de ce système est égal au nombre des valeurs dis- 


Linctes que la fonction peut acquérir par les substitutions. 


Ce théorème entraîne diverses conséquences (n° 426 
et 444), parmi lesquelles nous devons signaler les sui- 
vantes : 


CorozLarre 1. — Le nombre des valeurs distinctes 
d'une fonction de n variables est un diviseur du pro- 
PATES A CU 0e CRIE 1 


CorozLarre II. — Le nombre des valeurs distinctes 
d'une fonction de n variables ne peut s'abaisser au- 
dessous de n sans se réduire à 1 ou à 2, le cas de n—4 
étant seul excepté. 


Cororzaire IL. — Une fonction de n variables, qui a 
précisément n valeurs distinctes, eslsymétrique par rap- 
port à n—1 variables, le cas de n —6 étant seul ex- 
cepté. 

Il faut remarquer que, si l’on exécute une substitution 
quelconque sur les v fonctions (5), ces fonctions ne pour- 
ront que s’échanger les unes dans les autres. S1 donc on 


désigne par V une indéterminée, le produit 


(V — Vo) (V— Vi)...(V — V1) 
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sera une fonction symétrique. Il en résulte que toute 
fonction symétrique des fonctions (5) est une fonction 
symétrique des variables x; nous avons déjà eu l’occa- 
sion de faire cette remarque au n° 180. 


491. La proposition que nous venons d'établir admet 
une réciproque que l’on peut énoncer comme il suit : 


Taéorème Il. — J{ existe toujours des fonctions qui 
admettent les substitutions d’un système conjugué donné 
et qui n'admettent aucune autre substitution. 


En effet, soient 


(1) VOA US 0 Net 


les substitutions conjuguées données, et désignons par X 
une fonction de n variables 


Loop Ts Las es 1 


dont toutes les N valeurs soient distinctes; on pourra 
prendre, par exemple, 


ë eZ Lo Lo —-. CARLA —- LL) —- .. —+ An—i TCn—i: 
os Lis +++ An_1 étant des nombres inégaux. 
Soient 
ET EE CRS COMPERE. RT 


les résultats obtenus en exécutant sur X les p substitu- 
tions (1), et posons 


V— X 9 X4 X 2 « . DR 


il est évident que la fonction V admet les  substitu- 
tions (x Let qu’elle n’admet aucune autre substitution. 


Remarque. — Si l’on pose 


VERS X,, X>, ss X;29 
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| EE une fonction symétrique de X,,X,, ..…., Xu_4, 
la fonction V admettra les substitutions (1); mais elle 
|peut aussi en admettre d’autres, si la fonction f a une 
forme convenable. Si l’on fait, par exemple, 


| V=Xo+Xi+...+X, 1, 


| d Led ! 
W sera une fonction symétrique des variables xo, æ4, . 
| Tln-1: 


.… 


Des fonctions semblables. 


| 492. Deux fonctions de n variables sont dites sembla- 
bles lorsqu'elles admettent les mêmes substitutions. 
Ainsi les fonctions 


To%1 + Lots (Lo+ 2) (x + x3) 


(des quatre variables x,, x, x2, x3 sont semblables, car 


lelles admettent les huit mêmes substitutions : 
IRI (To Zi) (To Ta) (#5, T3) (æo, de Eh dl 
DR En tr ES mie ms) | 4 


| 
| (x, Ts Li; L:) 








qui forment un système conjugué dont l'indice estégal à 3. 
| Lagrange a fait connaître une propriété importante des 
Bctions Mules que l’on peut énoncer ainsi : 


| Etant données deux fonctions semblables des n va- 
Mables xo, Xi, Xe, ..., Xn_1, chacune de ces fonctions 
l'est exprimable par une fonction rationnelle de l’autre, 
dans laquelle les coefficients sont des fonctions symé- 
triques des n variables. 


| 


Cette proposition est contenue dans une autre plus 
générale que nous allons établir : 


Tuéorime. — Ziant donnees deux fonctions des 


S.— Ale, sup., . 27 
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n variables Xo, Xi; .."., Xn1, savoir: 
V = F(%, arr asrie Ent 
SES (ro Ta Le, ee ea 
si la fonction y admet toutes les substitutions de la 
fonction V, elle est exprimable par une fonction ra- 


tionnelle de V, dans laquelle les coefficients sont des 
fonctions symétriques. 


En effet, soient 
LL de le ei al net 
les substitutions conjuguées de V, et 
AL EP CRE EE 2 


les y substitutions par lesquelles on déduitrespectivement 
de V les y valeurs distinctes que cette fonction peut ac- 
quérir ; supposons enfin que V, et y, soient les résultats 
obtenus en exécutant la substitution T, sur V et sur y. 
Nous regardons T, comme égale à 1, et, en conséquence, 
Viet yo ne seront autre chose que V et y. 

Si l’on fait 


ASTRA TA ERA AIT ER AE et un 
on aura, en développant, 


DIV)=V HP VUE RP V2... PPAVEP, 


P:, Ps, ..., P, étant des fonctions symétriques. Ici V | 


est regardée comme une indéterminée, et l’équation 
(1) pi ES0 
a pour racines 


(2) Vis NV TRE 


— 
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Considérons maintenant la fonction 


V'! de 





ù m2 est un nombre entier quelconque; par hypothèse, 
*ette fonction admet toutes les substitutions de V'; si elle 
on admet un plus grand nombre, ces substitutions pour- 
‘ont être représentées par 


1; S1 S>) HONTE Sy—1 9 


R;, R; S15 R; S2» AROREN R; D 19 


tt, en multipliant par certaines substitutions 


T, Qj; Q», RUE Gr 


mn formera (n° 425) toutes les 1.2.3...n substitutions 
des 7 variables. Il résulte de là que les substütutions T 
sont les produits des substitutions 


1; R;, R;, CHE R;_:; 
qui ne changent pas V”y, par les substitutions 


I, Q:, Q:, ….) (OL 


Ainsi, en appliquant à la fonction V7 les y substitu- 
ions T, on obtiendra les À valeurs distinctes de cette 
jonction, répétées chacune p fois; par conséquent la 
jomme 

Ve Yo + Ve J'1 + Vars +... + VITRES 


st une fonction symétrique des 2 variables 5, x, ..., 
27. 


420 COURS D’ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


Ln_1. 91 donc on donne à mles valeurs successives 0, 1, 
2,..., (v—1), et que l’on pose 


“0 am Here . CD ne SE los 
Voro FVi1Y1 FVaYa tes ot Vs 
(3) vore + V2 AV Vite + Ness Vv-1 —= los 


to, t4, -.. seront des fonctions symétriques. 
A joutons les équations (3), après les avoir multiphiées 
respectivement par les facteurs indéterminés 


10» l Er OP TE À, 1; 
et faisons, pour abréger, 
(4) GUN EN LR, VERSER 


on aura 


Jo? Vo) EN J19(Vi) RATS. + Jun p( Vin) 
= too + lu... Hbale Hess 


(8) 


et si l’on veut la valeur de y, par exemple, il suffira de 
déterminer les facteurs 6, 1, .…, de manière que l’on ait 


(6) p(Vo)=0, ?(Vi)=0o, ..., p(V)=0;, 
excepté o(V,)— 0; alors l'équation (5) donnera 


(1) Ve = too + het be en 
p(Ve) 





9 





et il ne restera plus qu’à trouver les valeurs de Àÿ; À1, -.4 
ce que l’on peut faire très-aisément de la manière sui- 
vante. 


————— 
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Les équations (6) qui déterminent ces facteurs expri- 
ment que l'équation l 
| p(V)=0o 






a pour ràcines Vs, V,,..., V,_,, excepté V,; mais l’équa- 
tion (1) 


<= 


NÉ 


a ces mêmes racines, y compris V,; et comme, d’ailleurs, 
les plus hautes puissances de V dans 4(V)et dansŸ(V) 


ont pour coefficient l’unité, on aura identiquement 





ou, en développant le quotient de L{V) par V—V,, 


p(V)= VIP, | Verp, [V4 +P. 


+ Vo + P, Ne + P,_:V, 
EN REV: 
+ P,VY 

+ V1 


Mis LEE P, —+ P, Ve + Vo, 


(8) DRE? EPS VE PEVAREEY 


0m 0761 v1p 8! ©6100: ©-0 -e. ee: 9", ».e *. , 


Âge. — P,_: + BV CE —+P, NE Ne 


| Ces facteurs étant tous exprimés en fonction de V, et des 
fonctions symétriques, il en sera demême de y,. On peut 
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donner à l'expression de y,une forme très-simple; si l’on 


fait, pour abréger l'écriture, 


sb +Pié oo +P és +... HP, ot + Put, 
Sa he Pit HP +, + Pit 
S,_3 — É_3 A Pie e CRC PS lo, 


So — Los 


et que l’on désigne par O(V,) le numérateur de la va- 
leur de y,, donnée par l'équation (7), on aura 


(9) O(V,)= so Vi + Vs, VHS. 


Quant au dénominateur de l’expression de Va il est égal 
ào(V.), c'est-à-dire à la valeur que prend la fraction 
ÿ(V) r | 
VV, pour V=—V,: cette valeur est 

(10° VV) = VE (oi)... +R, =, 


d’ désignant la dérivée de Ÿ. On a donc 





| 2:18 (%;) 

KE ARS Y(Ve) | 

ou | 
7 | 

js 800 

k 7 Fo) | 


en désignant simplement par V l’une quelconque des 
valeurs Ve, Ni et par y la valeur correspondante 
lé’lasuite.y,, Yi 

La formule précédente démontre le théorème énoncé, 
et elle donne l’expression de y en fonction rationnelle 
de V. Ajoutons que, par la méthode exposée au n° 182, 
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on pourra donner à la formule {1 2) la forme plus simple 
y =n(V), 


| IL (V) désignant une fonction entière du degré y—1 au 
plus, dans laquelle les coefficients de V sont des fonc- 
tions symétriques des variables x. 


Sur la formation des fonctions de n variables, 
qui admettent des substitutions données. 


493. Le problème qui a pour objet de former les fonc- 
| tions de » variables, dontle nombre des valeurs distinctes 
est égal à un nombre donné », se ramène, d'après les 
| théorèmes précédents, à la détermination des systèmes 
| de substitutions conjuguées dont l'indice est égal à v. 
Effectivement, quand on connaîtra un tel système, on 
obtiendra sans difficulté, par le théorème du n°491 , une 
fonction particulière V correspondante, qui aura pré Ci- 
| sément y valeurs distinctes. Et, quantauxautres fonctions 
| semblables, elles seront toutes exprimables, comme on 
| vient de le voir, par des fonctions entières de V du degré 
y —1, dans lesquelles les coefficients des puissances de V 
| seront des fonctions symétriques. 

Considérons, par exemple, les fonctions qui ont deux 
valeurs distinctes. Les substitutions de ces fonctions 
forment un système conjugué dont l'indice est égal à 2; 
ce système est unique, comme on l’avu au n° 429, et 1l 
se compose des substitutions qui équivalent à un nombre 
pair de transpositions. Les fonctions V dont nous nous 
occupons sont donc semblables, et si l’on désigne par P 
l’une d’elles, l'expression générale de V sera 


e 
V — À + BP, 


A et B étant des fonctions symétriques. On peut prendre 
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pour P la fonction alternée des r variables x5,x,, ..., 


Ln_1, dont nous nous sommes occupés au n°236 et qui a 
pour expression 


P= (ri to)(ro— to). (tn —ro)(re— ri)... (x, 1 — 2240 


Il est évident que les fonctions qui ont deux valeurs 
distinctes admettent toutes les substitutions circulaires 
du troisième ordre qu’on peut former avec les variables, 
et qu'elles n’admettent aucune transposition. 





Parmi les fonctions qui répondent à un système donné 


de substitutions conjuguées, on peut se proposer de dé- 


terminer les plus simples, par exemple celles qui, étant 


rationnelles et entières, ont le plus petit degré. Énoncé 
dans ces termes, le problème qui nous occupe exige des 


considérations d’un tout autre ordre, et sa solution offre 


de sérieuses difficultés. Nous n’aborderons point 101 l’é- 
tude de ce nouveau problème, qui est d’ailleurs tout à fait 
en dehors de nôtre sujet ; toutefois, afin de présenter une 
application de la théorie que nous avons développée dans 
les Chapitres précédents, nous croyons utile de faire con- 
naître ici un procédé particulier par lequel on obtient 
facilement les fonctions qui répondent à certains Sys- 
tèmes de substitutions conjuguées. 

Si un système de substitutions conjuguées est mn fois 
transitif, nous dirons, avec Cauchy, que les fonctions 
qui admettent ces substitutions sont mn fois transitives. 


Des fonctions doublement transitives de n variables 


quionti.2.3...(n—2) valeurs, n étant prenuer. 


494. Les fonctions doft il s’agit ici jouent un rôle 
considérable dans la théorie des équations algébriques. | 


Elles répondent au système conjugué formé par les 
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n (n —1)substitutions linéaires et entières de la forme 
ce es 
2 
Z 
z désignant successivement tous les indices 0,1, 2, .……, 
(n—1) des 7 variables 


(a) Los T9 To) PS CR TV n—19 


et les valeurs de az + b étant prises, suivant le module n, 
entre les limites zéro et 7 —1. 
Soit & une racine de l'équation 


ZX — 1 
2 sr) 
(2) ue 
et posons 
(3) 1 Xo + ar Hart... + ail: 


il est évident que t est une fonction des n variables (1) 
qui a 1.2.3...n valeurs distinctes. 
Exécutons, sur la fonction t, la substitution d'ordre 


GET 
| 
3 
ainsi que les puissances successives de cette substitution. 
On obtiendra nr résultats 
(4) los li, LT ve ln 
et comme t, se déduit de £ en remplaçant chaque indice z 
par z+ pu, on aura 
li — Lu + CRE —- .. —- CALE + .. —- on Nue 
Soit 
u+j=i ou j=i—k (mod. »), 
i étant compris entre zéro el 7 —1, il viendra 
Li — ah (ro + CA + a Xa + . —- air) 


ou 
— Tel 
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ainsi chacune des fonctions (4) est égale au produit de ! 
par une puissance de x, et comme on a 


phase à 1 

les fonctions dont il s’agit ont la même uissance nième, 
P 

S1 donc on pose 5—1*, ou 

(5) O— (x, + Ti + CARS RE 


la fonction @ sera invariable par la substitution circu- 


, z+1I à A 
laire \ > et 1l est évident que le nombre de ses va- 


224 


leurs distinctes sera 
T2: . (2 — 1). 
Maintenant désignons par rune racine primitive pour 
le nombre premier n, et exécutons sur les indices z des 


variables x les puissances 0, 1,2, ..… (7 — 2) de la sub- 
stitution circulaire, d'ordre 7 — 1 ; 


73 

Z ? 
on obtiendra ainsi 2—1 résultats que nous représente- 
rons par 
(6) 05, ô,, Û,, CRUE NC SEL 


On aura généralement 


Er (0 RAT nes. + aix y 1, 350 

et si l’on pose 
ÎÉE=i j=i" (mod, 2), 
& étant compris entre zéro etn— r, il viendra 


\ 


s PT TE : 
6, (x. Jai rite.) 


d’où il suit que 8, se déduit de 9 en remplaçant « par 
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n—1— 4 


ar . Or, si l’on donne à y les valeurs successives 
O1, 2)92,7,1(r — 2), 
rr—1"# prendra toutes les valeurs 


193233 st, (7 1 


suivant le module 7, et, par conséquent, l'expression 


= 


1— . . 
1 $ donnera successivement les nz —1 racines 


(7) DA RAA TPE OPA 


de l'équation (2). Donc les valeurs des fonctions (6) s’ob- 


tiendront en remplaçant & par chacune des racines (7) 


dans l'expression de 8; on a ainsi 


9 1 —! 
{ % =, (æ —-— ZT À A Lo [AT ete —- C'u Es Pt 1 


Û, — (0 LA 6x mir 6° Ta Hu ba (ir à: “RE Le 

(8) 6, — (ro + ya + Pate. +7 an)", 

De ÊTE (ro —+- OT] —- OL + Loue —— Dé iTed Hé 
Chacune des fonctions (8) est invariable par la substi- 


l SZ HI , . : 
tution } et quand on applique à ces fonctions la 
Z 


: à Eté) 
substitution } elles se changent les unes dans les 
Z 


autres ; si donc on désigne par 0 une indéterminée, la 
fonctuon 


(8— 66) (8— 6) (8—6,)...(8— 0) 


admettra les substitutions 


Ga CA 


par suite, elle admettra toutes les substitutions linéaires 


428 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 





et entières Il 
9 
Z 
et le nombre deses valeurs distinctes sera 1.2.3... (n—2) 
Il est évident que toutesles fonctions symétriques de 6, 


01, ..., 0»_2 admettent les substitutions linéaires et en- 
tières; ces fonctions sont donc deux fois transitives. 


495. Si d désigne un diviseur de n —1, que l’on fasse 
n—1= de, 


et qu’on applique à la fonction 0 les puissances de la 
substitution régulière | 
rdz 
Hé 
Z | 


qui est de l’ordre e, on obtiendra e résultats | 
Û5, Ü, 0, CI à SPP 
et 1l est évident que la fonction 
(on) een (600 


aura 1.2.9...{(2— 2)%X d valeurs distinctes. 





Des fonctions trivplement transitives de n + 1 variables | 
P | 
qui ont 1 21e: = 2) valeurs, n étant premier. | 


496. L'existence des fonctions dont il s'agit est évi- 
dente à priori; ces fonctions répondent au système con- 
jugué formé par les (an +1) n(n—1) substitutions li- 
néaires relatives au module premier 7. La règle que je 
vais exposer pour les obtenir ne diffère que dans la 
forme de celle qui a été donnée pour la première fois 


par M. Émile Mathieu. 


Le nombre 7 étant supposé premier, considérons 
d’abord les z variables 








(1) T0 Lis Lo, cs Ln-1» 
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et posons, comme au n° 494, 


6, = (ro + ar) Four, +... + at do NL 
(2) 8 = (xo + 6x 6e + NA De 7 lt 


Oo = (to + om Hors +... +6 rs)", 
a, 6, y, ..., w étant les z — 1 racines de l'équation 


xt — 1] 
——— —= OO, 
Æ— I 


Soit y une fonction rationnelle et symétrique quelconque 
des z—1 expressions (2): cette fonction y sera inva- 
riable, comme nous l'avons vu, par toute substitution 
de la forme 


Û F3) 


Àz étant une fonction entière quelconque de l'indice z. 
D'après la théorie des fonctions semblables, toute fonc- 
tion des variables (1) qui admet les substitutions (3) est 
une fonction rationnelle de v dans laquelle les coefficients 
des puissances de # sont des fonctions symétriques. Dési- 
gnons donc par V, une fonction rationnelle arbitraire de 
la quantité v et d’une nouvelle variable que je représen- 
terai par x, ; Vo sera une fonction des 7 + 1 variables 


Lo; T1) T3 ss Tn—1) Lo 3 


quisera invariable par toutes les substitutions entières el 
linéaires ; on peut, si l’on veut, prendre pour V, la fonc- 
tion y elle-même. 

_ Cela posé, soit 0z une fonction rationnelle linéaire 
d'ordre n +1 pour le module », et désignons par V; la 
valeur que prend V, quand on exécute z fois sur celte 
fonction la substitution 
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ce que l'on peut exprimer en écrivant, d’après la nota- 


on de Cauchy, 


(4) Ve) 


Z 


Soit encore 5 z une fonction rationnelle linéaire d'ordre 
quelconque pour le module », et exécutons sur V;la sub- 


stitution 
Li A 
.)3 


on obtiendra un résultat qui peut être représenté par 


raz Otz 
EC 
z Z 


Or, si désigne un entier quelconque, comme la fonc- 
uon 0z est d'ordre 7 + 1, On pourra effectuer la substi- 


$ oz ; 3 À 0fo0iz 
tution (e , en faisant d’abord la substitution :) 


2 
Z 


7 


: %\ gr+i-jz Of s0iz 
ne Cr 


égalité où chacun des nombres set j est arbitraire. Mais, 


A SUAUE à lon es 
puis la substitution ) . On peut donc écrire 


d’après le théorème du n° 484, à chaque valeur de l’un 
des nombres 1, j correspond pour l’autre nombre une 


pro) 


est une substitution entière; et en outre, quand l’un des 


valeur telle, que 


nombres 1, j reçoit successivement les 2+ 1 valeurs 
0, 1,2, ..., 2, l’autre nombre prend aussi toutes ces 
mêmes valeurs. Si donc à et j sont choisis de manière 
à réaliser les conditions du théorème que je viens de | 
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rappeler, comme V, est invariable par les substitutions 
linéaires et entières, on aura 


gn+1—j 
nr 


4 


ou, d’après la formule (4), 
(5) (ve vu. 


et, je le répète, si dans cette formule l’un des nombres £, 
j prend successivement les 7 + 1 valeurso, 1,2,..., 7, 
l’autre nombre prendra aussi successivement toutes ces 
mêmes valeurs. 

La formule (5) exprime cette conséquence remar- 
quable, que Les n + 1 fonctions 


6) Ve Ve V:, 214 NV 


forment un système qui est invariable par une substi- 
tution linéaire quelconque, c'est-à-dire qu'une telle 
substitution ne peut qu'échanger entre elles les fonc- 
tions du système. 

Si donc T désigne une fonction symétrique des ex- 
pressions (6), que l’on fasse, par exemple, 


CRU EE LRO EL PESTE PE 


V étant une indéterminée, la fonction T admettra toutes 
les substitutions linéaires ; elle sera donc triplement tran- 
sitive, etelle aura 1.2.3...(n— 2) valeurs distinctes. 

Si l’on désigne par T, et T, deux fonctions semblables 
à la fonction T, par P la fonction alternée 


(aim). (ai —x,) (as — a). fe — ana) 
des 2 + 1 variables, et que l’on fasse 


S — T, + PT: 
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la fonction S admettra toutes les substitutions linéaires 
dont le déterminant est résidu quadratique de », et qui 
équivalent en conséquence à un nombre pair de transpo- 
sitions. S aura donc 2 X1.2...(7—2) valeurs distinctes, 
ainsi que M. Mathieu en a fait la remarque. On peut aussi 
former les fonctions S de la même manière que les fonc- 
tions T, en faisant usage du corollaire du n° 484; mais 
nous devons nous borner à cette indication. 


Sur' les fonctions triplement transitives de six variables 
qui ont six valeurs distinctes. 


497. On peut donner plusieurs formes diverses aux 
fonctions dont nous venons de nous occuper ; nous pren- 
drons comme exemple le cas des fonctions transitives 
de six lettres qui ont six valeurs distinctes. 

Les variables étant désignées par 


Los. ts das gs Lis EL » 
Lo 4 
nous poserons À 
V = TL Lo + L1Ty + Lola 


v.- . Ë . 
et, les indices z étant pris suivant le module 5, nous effec- 
tuerons sur V, la substitution du cinquième ordre 


(einen 


Z 

et ses puissances; on trouve alors les résultats suivants : 
Vox, lo + Lits + Lots, 
V, rene) x, Ti = Ta To + Ta Ts 
Vi=t  Dact tie Li To: 
V, —_— le La —- Ty lo —— Lo], 
Vi TL tr Fritz + Tite 

Ensuite, si l’on fait 

d Hire (V—V) (V — V;) (V — V,) (V — V;) V TE] V,), 


à 
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| V étant une indéterminée, la fonction T sera invariable 
par toutes les substitutions linéaires et entières, et, 
| comme elle n’est pas symétrique, elle aura précisément 
six valeurs distinctes. Pour justifier cette assertion, il 
| suffit d'établir que la fonction T est invariable par deux 
 substitutions linéaires, l’une du quatrième ordre, l’autre 
| du sixième. La substitution du quatrième ordre 


(en EaTAEAE 


Z 
| laisse Vo invariable, et elle change 


re V, V3, Ve 


+ 
en 
| V;, 136 V;, V;; 


| ensuite la substitution du sixième ordre 


e 


Z 





OR N TS 4072) 


| change 
Vo; Vi; V:, V3, V, 


+ 


| en 
Vs, Vos V:, V,, V, 


ce qui achève la démonstration de notre proposition. 


Méthode de Lagrange pour calculer une fonction des 
racines d'une équation donnée, quand on connait 
une autre fonction quelconque des racines. 


498. Parmi les travaux publiés depuis un siècle sur la 
théorie algébrique des équations, l’un des plus impor- 
tants est, sans contredit, le célèbre Mémoire de Lagrange, 
que nous avons déjà eu l’occasion de citer (n° 189), et 
qui fait partie des Mémoires de l’Académie de Berlin 

S. — Alg, sup., W. 28 


434 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


pour 1770 el 1771. On rencontre, entre autres résul- 
tats remarquables, dans ce grand travail, le beau 
théorème que voici : 


Dès qu'on aura trouvé, par un moyen quelconque, 
la valeur d’une fonction rationnelle des racines d’une 


équation, on pourra, en général, trouver la valeur d’une 


autre fonction rationnelle quelconquedes mémes racines, 
et cela par le moyend'une équation simplement linéaire. 
Quelques cas particuliers exigeront cependant la réso- 
lution d'une équation du deuxième, du troisième, elc., 
degré. 
Soient 
TO Lunel s DA 


les z racines de l'équation 


el 
NES TES, AE PME Æn1); 
| 
/ 


Ness Al en NUE Pen 





deux fonctions rationnelles de ces racines dont la pre- | 


mière a une valeur donnée. 

Nous supposerons d’abord que la fonction fadmette 
toutes les substitutions de F'; dans ce éas, on peut déter- 
miner la valeur de f par la méthode dont nous avons fait 
usage au n° 492. Effectivement, si l’on représente par 


(2) Vo, Vu V, ss Vu 


les valeurs distinctes que prend F parles substitutions, 
et par 


(3) Jo J'1 Do» ss Ÿy—1 


les valeurs correspondantes de f, que l’on pose en outre, 
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| comme au n° 492, 


H 


oi Fete T1 Lo 
VoTo + Vida + VaYa Het Vorbis 
(4) NA NN Te Na Pre. À LVL R ES do, 


À LA + lus Ve —— NL" J'2 +... + No 2 Jy1 — lo; 


| on pourra exprimer Lo; Lis ++, {1 en fonction des quan- 
| tités connues, puisque ce sont des fonctions symétriques 
| des racines de l'équation (1). Ensuite la résolution des 
| équations (4) fera connaître les inconnues 7 6, 43 - 
Nous avons vu que, si l’on représente par 

| (5) PRE NE RO SEP VRP, 

| le polynôme égal au produit 

(V — Vi) (M — V;). . .(V — AUDE 

| par Y'(V) la dérivée de V, puis que l’on fasse, pour 


| abréger, 


Sy — do "+ P, lo AE Fais + + ins li PE 8 Los 


Sy—2 — de + P; dy TE P; lo 2 MEET 1e P,_t9: 


\ So — Lo 
et 
(7) OM) — 50 VHS VE Hs a V + ss, 


les valeurs des inconnues y sont 


E(Vo) MA (VE) 


TMS ES NS TRE" 








Dans l'hypothèse où nous nous sommes placé, la fonc- 
28. 


ll 
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uon F a y valeurs distinctes algébriquement; mais ici 
Los Li, +, Ln_y ne sont plus des indéterminées, et il 
peut arriver que plusieurs des quantités (2) soient ru- 
mériquement égales entre elles. Lorsque ce cas se pré- 
sente, l'équation 


(9) YV)= 0 


a des racines multiples, et quelques-unes des formules (8) 
deviennent illusoires; mais, dans tous les cas, si V, est 
une racine simple de l'équation (9), la formule 


© 


(Ve) 





donnera toujours, comme nous allons le démontrer, la 
valeur de y qui répond à la valeur Vi dev 


499. On voit, d’après ce qui précède, qu’il est néces- 
saire de compléter l’analyse du n° 492 pour l’adapter au 
Cas qui nous occupe ici. Supposons que, parmi les quan- 
tités (2), ilyenaitz qui soient numériquement distinctes 
et représentons-les par 


(10) Vos \7e V;, HEUGE. Vite 


Soient V, l’une des quantités (10) et Ÿ, la somme de 
toutes les valeurs de y qui répondent aux valeurs de V 
égales à V,. Les équations (4) deviendront 


/ Yo Yi +... LV, 
VoYs + VaYs a mn VEN, == te, 


(ui) VETLNS ANIME, pe VE EE 


19 


d'a Yo —+ Ver Y, os CA “ie dise. Yi rl 
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il est évident qu'elles ne peuvent déterminer que les 
i quantités 
Se EP Er OU 

et que lesi premières équations suffisent en toute rigueur 
pour cet objet; mais nous en emploierons un plus grand 
nombre, afin d'arriver à des formules où ne figurent que 
les deux seules fonctions O(V), Y(V) déjà introduites. 

Désignons par 7 le nombre des quantités (2) qui sont 
égales à V,et considérons les y—r-+1 premières équa- 
tions (11); dans le cas de r —1, aucune équation ne sera 
exclue. Ajoutons les équations dont il s’agit, après les 
avoir multipliées par les facteurs 


CON FR ts Te 
et faisons, pour abréger, 
Mao MAN + pa NV... OV + 00 
on aura | 
Y,?(Vo) Va (Ve) he: TD EN IA PES 
bit ++... + Éa MEN Cu Ed De RES à 


et si l’on détermine les facteurs 0, de manière que l'on 
ait identiquement 


ÿiV) 
o V\ = —————;) 
Rover) 
la précédente équation donnera 
Out + ti ee Dane EE Br 
p(Ve) 


L'expression de p(V) s'obtient facilement en multi- 


RSR 


pliant les deux expressions 
DIVINE NE PI VO PEN à 
1 Mr Ma r(r Hi] Ve 


— 





—— 
... 


= — + - — 
QU Ve 1 \'ÉGE : RE A ARE 
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et en négligeant dans le produit les puissances néga- 
tives de V. En comparant le résultat obtenu avec la for- 
mule (12), on obtient 


| A rITHI 
% PE re Pire Vo 4 planes P,_,_,V FPAN 


Vert 





F (rx) ..(v—1) 


122, {Ver 1) re 


: re 
0, SEE Peu —- à PES Ye +, ais 





(14) ( à AL Vers 2h es 
1.2...(v—r—2) 8 
Re RL EVE dat et eee TT ON AU PACE 

r r(r+ir).., 

fn mc ni Lait 1.2 e? 


| 


Fr 
| RES a cf «2 — TL Ve. 


D’après ces formules (14) et en se servant des for- 
mules (6), on trouve que le numérateur de l’expres- 
sion (13) de Y, est le produit du polynôme 


(y — 1)... (y — ATV 
(15) + (v—2)..(v— rer) vert, 
+ r(r — FE 


À I Ù 
ar le facteur numérique "10202 on voit que 
P T 1.2.3...(r—1)" q 


cette expression (15) est précisément la valeur que prend 
pour V= V, la dérivée d'ordre r—1, @r-1 (V), du poly- 
nôme O(V). Quant au dénominateur de l'expression 


de Y,, il est égal à o(V.) ou à 


je RENE 
FD D SET 
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| La formule (13) devient alors 





| r—1 V 
(16) = (ee UE 


dans le cas de r—1, Ÿ, doit être remplacé par y, et 
@r-1(V,) par O(V,); on retombe ainsi sur celle des 
formules (8) qui détermine y. 
La formule (16) exprime ce résultat remarquable, que 
l'expression générale 
RÉAL 
ARS 


convient à tous les cas, pourvu que, si le second membre 


, 2 4 O . 
se réduit à = pour V=V,, onsupprime les facteurs V—V, 


communs aux deux termes, avant de faire V=V,, et 
qu'on remplace y par la moyenne arithmétique des va- 
leurs qui répondent à la valeur V,. 
Soient 
ose Brel Maude: drert 


les r valeurs de y qui répondent à la valeur V,, la mé- 
thode que nous avons développée nous permet de cal- 
culer la somme 


ON A or er re" 


On pourra aussi calculer, de lamême manière, la somme 
des carrés de ces quantités, la somme de leurs cubes, etc., 
et enfin la somme de leurs puissances rièmes: on POUITA 
donc former l'équation de degré 7, qui a pour racines les 
quantités Yo» J'1 sp . Ainsi, quand l'équation en V 
a des racines égales, la détermination de la fonction y 
peut dépendre d’une équation du deuxième, ou du troi- 
sième, etc., degré. 


440 COURS D’ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


500. L'analyse qui précède peut être étendue au cas 
où la fonction y n'admet pas toutes les substitutions de 


la fonction donnée V. 


Dans ce cas, le nombre y des valeurs distinctes de V 


est moindre que N— 1.9... 7; et si l’on pose 


N — uv, 
les N valeurs de V se par 
chacun y valeurs égales. Soient 


A fu (1) 
LAS PR TE à 

1 —1 
Vis, IV ie: 2 Via 


Lans 16) . , SEE CEE OUTRE 


eh 
Var VEUT ..., VS ë 


ces y groupes, et y°° la valeur de y qui correspond à Ne 
Désignons par z une fonction symétrique et ration- 
nelle quelconque des quantités 
2 3 —1 
To D, Le, pt, 


il est évident que la fonction z admettra toutes les sub- 
stitutions de V : 


e On pourra donc exprimer z, en général, 
par une fonction rationnelle de V,. Quand on aura ainsi 

, LZ , .. L2 , À (1) 
calculé p fonctions symétriques des quantités y., Ha 
Jë, on pourra former l'équation du degré 
pour racines ces u valeurs de Y- 


RAY EX 


He qua 


801. On voit, par ce qui récède, qu’on pourra tou- 
P AP DE | P 
Jours déterminer les 7» racines Lo de 


üon donnée du degré 7, 

fonction V de ces racines 
leurs que pr 
différentes, 


+) Tn_1 d'une équa- 
® ? A ? 

si l’on connaît la valeur d’une 
» Pourvu que les 1.2.3... 7 va- 

end V, quand on y permute les racines, soient 


non-seulement sous le rapport de la forme 
algébrique, mais encore au point de 


vue numérique. 
En effet, on peut supposer 


que la fonction inconnue 14 


tageront en y groupes contenant 


agent 


| 
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se réduise à l’une quelconque des racines, à x par 
exemple; alors on pourra exprimer x, en fonction ra- 
tionnelle de V et des coefficients de l’équation proposée. 
Si ensuite on suppose que y se réduise à une autre ra- 
cine x,, On pourra de même exprimer x, en fonction 
rationnelle de V, et ainsi de suite. Il résulte de là que 
si la valeur donnée de V est commensurable, c’est-à-dire 
exprimable en fonction rationnelle des quantités que l’on 
regarde comme connues, les racines de l’équation pro- 
posée seront toutes commensurables. 

Mais, si la fonction V n’a pas toutes ses valeurs dis- 
unctes, qu’elle prenne, par exemple, # valeurs égales par 
les substitutions auxquelles répondent les valeurs 


Lo 1, .….. Ty 


de la fonction y = x. la méthode précédente ne fera 
# ’ P 
plus connaître ces racines, elle permettra seulement de 
former l'équation du kï"* decré dont elles dépendent. 
q P 
La théorie qui vient d’être exposée comprend tout ce 
q P P 
que l’on sait de plus général sur l’abaissement des équa- 
tions quand on connaît une relation entre les racines, 
car ce cas est évidemment le même que celui où l’on 
donne la valeur d’une fonction des racines. 


Recherches de Galois relatives à la théorie précédente. 


502. L'analyse que nous venons de présenter nous à 
conduit à un théorème dont on comprend toute l’impor- 
tance et que l’on peut énoncer comme ilisuitt: 


TaéorëmEe. — St 
(1) Al (2 — 0 
est une équation quelconque de degré n, mais qui n'a 
pas de racines égales, et que 


Vial as Lis ..., Lit 
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soit une fonction rationnelle des racines xo,%1, .…., 2,1 
de l’équation(1), tellement choisie, que les 1.2.3... n va- 
leurs qu'elle prend, par les substitutions des racines, 
soient toutes di fférentes, on pourra exprimer ces n ra- 
CINES Los Lys +. X,_1 ER fonction rationnelle de V. 


Il ne sera pas inutile de faire connaître ici la démon- 
stration que Galois a donnée de ce théorème dans le cé- 
lèbre Mémoire inséré au tome XI du Journal de Mathe- 
matiques pures et appliquées. 

Nous désignerons par V, la valeur donnée de V, et par 


VONT Te SEE 


lesu—1.2.3...(n—1) valeurs que prend V, par les 
substitutions des 7 — 1 racines 


Lg, er.) Lns. 


On aura alors une équation en V du degré x, savoir 
(2) (V—V)(V—Vi)...(V— Vi) —=o, 


dont les racines V,, V,, ... seront toutes différentes et 
dont les coefficients, qui sont des fonctions symétriques 
des racines x, Xe, ..., Xn_1 de l’équation 

fe) EME 

TL — TX) 
s’exprimeront rationnellement par les coefficients de 
cette équation, c’est-à-dire en fonction rationnelle de xs 
et des coefficients de l’équation proposée (1). Par suite, 
l'équation (2) pourra être mise sous la forme 


(3) EU Y: LEO 


F désignant une fonction rationnelle de V et de x9. Or 
l’équation (2) ou (3) est satisfaite pour V=V,; on aura 
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donc identiquement 
F (Vo Zo) — 0» 
en sorte que l’équation 
(4) F(Vs, x) —0 
sera satisfaite en posant 


EE 


et, en conséquence, les équations (1) et (4) auront une 
racine commune x,. Je dis, de plus, que ces équations ne 
sauraient avoir d’autre racine commune. Supposons, en 
effet, que l'équation (4) soit satisfaite pour x = x1, on 
aura identiquement 


par suite, l’équation 


(5) BV 20)—"0 


sera satisfaite pour V=—V,. Or l’équation (5)se déduit 
de l’équation (3), ou de l'équation (2), par la transposi- 
tion des racines x, et æ,; d’ailleurs, par cette transposi- 
tion, les quantités Vs, V;, .…., V,_, se changent en d’au- 
FRE A INCRL ÉRIPRS ENER 
hypothèse; donc l'équation (>) peut se mettre sous la 
forme 


toutes distinctes des premières par 


AAA TA CAN D PIRE SPA 


sauf) +0; 
et l’on voit qu’elle ne saurait avoir V, pour racine. 

Les équations (1) et (4) n’ayant que la seule racine 
commune xo, on déterminera facilement cette racine. 
Pour cela on cherchera le plus grand commun diviseur 
entre f(x) et F(V,, x), et l'on poussera l'opération jus- 
qu’à ce qu’on obtienne un reste du premier degré en x : 
en égalant à zéro ce reste, on aura une équation qui fera 
connaître la valeur de x, 


Fo Noel OU D ON TS 
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et cette valeur de x, sera évidemment rationnelle en V, 
puisque l'opération du plus grand commun diviseur ne 
peut pas introduire de radicaux. 

On peut opérer de la même manière pour trouver les 
autres racines, et l’on obtiendra ainsi des expressions 
rationnelles, telles que 


= eV, RTE MEN URSS Li LV RUN 


CorozrarRE [.— L'équation V du degréN —1.2.3...n, 
qui a pour racines toutes les N valeurs de V et dont les 
coefficients s'expriment rationnellement par ceux de l'é- 
quation proposée, jouit de cette propriété remarquable 
que toutes ses racines peuvent étre exprimées rationnel- 
lement par l’une quelconque d'entre elles. 


Soient, en effet, V et V, deux valeurs de V; V, est 
une fonction rationnelle des racines x, X1, ..., Æn_a, 
lesquelles, d’après ce qui précède, sont des fonctions 
rationnelles de V : on aura donc 


NE OV 
O désignant une fonction rationnelle. 


CorozzatrEe Il.— Ztant données tant d’'irrationnelles 
algébriques qu.on voudra, on peut toujours les exprimer 
toutes en fonction rationnelle d’une méme irrationnelle. 


Nous nommons irrationnelle algébrique toute quantité 
qui est racine d’une équation algébrique dont les coeffi- 
cients sont des fonctionsrationnelles des quantités regar- 
dées comme connues. Cela étant, soient 


Las TI ST 


Cr, TL 


m irrationnelles algébriques quelconques ; on pourra for- 


mer une équation d’un certain degré n, à coefficients 
commensurables, dont ces m quantités seront racines, 
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3 ? e ’ . 
et qui n’aura pas de racines égales. Soient 


To Zi, LAS T 


2 fi 1 
les n racines de cette équation, et désignons par V une 
fonction rationnelle de ces 7 racines telle, que les valeurs 
qu’elle prend parles substitutionssoient toutes distinctes : 
V sera une irrationnelle algébrique en fonction de la- 
quelle les m2 irrationnelles données pourront s'exprimer 
rationnellement, d’après le théorème précédent. 

Nous admettons comme évident qu'on peut toujours 
former une fonction rationnelle de m quantités inégales, 
telle que les 1.2. 3...m valeurs qu'on en déduit par 


les substitutions soient différentes. 


803. APPLICATION À UN EXEMPLE. — Le théorème 
précédent fournit une méthode beaucoup plus simple 
que celle qui résulte de la théorie de Lagrange, pour 
déterminer les racines d’une équation quand on se 
donne une fonction de ces racines. Nous prendrons 
comme exemple le cas de l'équation du troisième degré. 

Soit l'équation 
(1) a+ pa + Pit +Ps 0, 
et posons 

V=axs + 0x + Cr. 
En transposant les lettres x, et x; on obtient ces deux 
? 
valeurs de V, 
V,=ato + bre + Cæ;; 


l'équation en V sera alors 
(V—V)(V—Vi)=o, 
ou 
V2— [ax +(b+c)(æ +z)]V 
ax? + a(b+c)æo(ai as) + bc(ri ai) + (84 c)aa]= 0. 
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On peut chasser x, et x: de cette équation à l’aide des 
relations 


LE Le = Pi — Lo, 
Li La = Pa — Lo(Xi + Le) = Pa + Pi To + a, 
Ti ts (pi — 2pPa) — +6, | 
et l’on aura 
V—[(2a—6—c)x) — pile +c)]V 
(2) + [(a? + 8 + © — ab — ac — bc}x} 
| + (b°+ c— ab — ac)pixr, + bcp} —(b —c}p;]—=0o. 


Il faudra maintenant, pour avoir xs, faire x = x dans 
le premier membre de l’équation (1) et chercher le plus 
grand commun diviseur entre le polynôme que l’on ob- 
uendra ainsi et le premier membre de l’équation (2) : 
il n’y a même aucun calcul à faire dans le cas particulier 
où l’on a | 
a? + D + © — ab — ac — bc = 0: 

car l’équation (2) ne contient plus alors que la première 
puissance de x,, et elle en fait connaître immédiatement 
la valeur. Ce cas simple se présente si l’on prend pour a, 
b, c les trois racines cubiques de l'unité. 

Soit « une racine cubique imaginaire de l’unité, et 
posons 


ES D NO EM 


on aura, à cause de &?+ a +1—0o, 


MAVIES VER (p° — 3Pa) 
LA E RON LPO RE EE A ESE g2 


3V 


504. Le théorème démontré au n° 509 a pour com- 
plément la proposition suivante, qui n’a pas moins d’im- 
portance dans la théorie des équations : 


Taéorime. — Soient 


(1) HO 


qu 
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: . r > 13 . , 
une équalion de degré n qui n'a pas de racines égales, 
et 


(2) V== vais, Not) 


/ 


une fonction rationnelle des racines Xo, Xi, :.., Xn-1 
et des quantités connues, tellement choisie, que Les 
N—1.2.3...n fonctions qu'on en déduit par les sub- 
stitutions des racines aient des valeurs numériques iné- 
gales. Soient aussi 


(3) $(V)—= 0 
l'équation de degré N qui a pour racines les N valeurs 
de V, F(V) un diviseur irréductible de degré y du 


polynôme $(V); désignons enfin les racines de l’équa- 


tion 

(4) FIV) =0 

par 

(5) VEN N Ne: 


Si les racines de l'équation proposée (1) sont repré- 
sentées par 


(6) Yo( Vo): Ya (Vo); ..) 1 Vo) 
elles pourront l’étre aussi par 
(7) Yo (V;), (Vi), spehat ral Vi), 


V, désiosnant l’une quelconque des quantites (5 ). 
i 5 q q q 


En effet, l'équation (1) admet par hypothèse la racine 
Uk(Vo); on a donc f Yx(Vo) — 0, et, par conséquent, 


V, est racine de l'équation 
FYr(V) 10, 


Or V, est l’une des racines de l'équation (4) et, comme 
celle-ci est irréductible, toutes ses racines doivent satis- 
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, 


faire à l'équation précédente : on a donc f #4 (V;)— 0, 
ce qui exprime que les quantités (7) sont racines de 
l'équation (1). 

Pour achever la démonstration du théorème énoncé, 
il reste à prouver que les quantités (7) sont distinctes. 
Je dis qu'on ne peut pas avoir d(V;)—=4;(V;), si j est 
différent de k; en effet, si cette égalité avait lieu, V; se- 
rait racine de l'équation 


PEN) ANS 0 


laquelle admettrait alors chacune des racines (ti de l’é- 
quation irréductible (4); on aurait donc en particulier 


Yk(Vo) —%;(Vo) = 0, ce qui est contre l'hypothèse. 


CorozLaiRe. — Les substitutions 1, S;, S:, ..., S,_,, 
par lesquelles on passe de la permutation (6) des ra- 
CUNES Lo Li3 +.) ns AUX Y permutations (7), forment 
un Système conjugue. En d'autres termes, les y permu- 
tations (7) constituent un groupe. 


En effet, on a V;—6@(V;), 8 étant une fonction ra- 
tionnelle; il s'ensuit que V, est racine de FO(V)— 0; 
cette équation admet donc la racine V;, et 8(V;)est 
l’une des racines V; de l’équation (4). Cela posé, dési- 
gnons par À; la permutation (7), on aura 


S; A5 = À; — Ÿo (Vo) 1 0(Vo), ss Ÿn-1 0( Vo), 
et, en faisant la substitution S;, 
S; S;Ao — Lo0(V;), ÿ 0(V;), CC Ÿn—1 0(V;) 
UNE Y(Vx), ..) Yni(Ve) = Sy A6, 


d’où 
S,S;— Sp4 
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LA RÉSOLUTION ALGÉBRIQUE DES ÉQUATIONS. 





CHAPITRE PREMIER. 


DES ÉQUATIONS DU TROISIÈME ET DU QUATRIÈME DEGRÉ. 
CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES SUR LA RÉSOLUTION ALGÉ- 
BRIQUE DES ÉQUATIONS. 


Résolution de l'équation générale du troisième degre. 
q 5 5 


805. Méruone DE Hupne. — Parmi les méthodes 
connues pour la résolution de l'équation générale du 
troisième degré, la plus simple est, sans contredit, celle 
de Hudde; c’est aussi celle que nous exposerons la pre- 
mière. 

Comme on peut toujours faire disparaître le deuxième 
terme d’une équation, nous considérerons l’équation 


(1) 2 pr + 4 0 

débarrassée du terme en x?. Posons 

(2) x =Y +3, 

y étant une nouvelle variable et z une fonction de y, 
que nous nous réservons de déterminer, de manière que 
l'équation transformée en y rentre, s’il est possible, 
dans les classes d'équations que nous savons résoudre. 


Remplaçons dans l'équation (1) x par sa valeur tirée 
de (2), on aura 


(r+z}+p(y +3) LES Oo 
29. 
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ou 
(3) (++ qg)+(r+z)(3y3+p)—o. 


Si maintenant on détermine z par la condition 





333 + p—0o, 
ce qui donne 
Este aur 50 
She 
l'équation (3) deviendra 
: p° tie 
B— —— +9 —o, 
Arr 
ou 
Â rb er iles HO: 
(4) ANRT 


Cette équation en y peut se résoudre à la manière des 
équations du deuxième degré, car elle ne contient que 
les puissances 7? et y. Ensuite, quand y sera connu, 
on aura x par la formule 





(5) r=y — À 
J 
L'équation du sixième degré (4), à laquelle nous ra- 
menons ainsi l'équation proposée, a été nommée par 
Lagrange la reduite ou la résolvante de l'équation (1). 
Quoique cette résolvante ait six racines, la formule (5) 
ne donnera pourtant que trois valeurs de x, comme cela 
doit être. En effet, la résolvante ne change pas quand on 


D = . 
change y en — FAR en sorte que ses six racines forment 
O 3y 


trois groupes tels, que le produit des deux racines de 
chaque groupe est égal à Le et il est évident que la 
J 


formule (5) donnera la même valeur pour x quand on 
remplacera y successivement par les deux racines d’un 
même groupe. Cela va résulter, au surplus, de l’ex- 
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pression même des valeurs de x dont nous allons nous 
occuper. 
De l'équation (4) on ure cette valeur de y*, 


q SN 
= — < + a ee he EE 
2 V 4 27 


ll ge ed 4 
(6) = ; EVA, 


ue 


en faisant, pour abréger, 


== + — 
4 27? 
enfin, on tire de l’équation (6) 
8 q —= 
(7) “ne v OUIRET + VR. 


Cette expression, à cause des valeurs multiples des radi- 
caux, donne les six racines de l'équation (4); mais nous 


. . : es: 

admettrons, dans ce qui va suivre, que — T + VR 
D 

représentera seulement l’une des trois racines cubiques 

de — 7 + VR: ce sera celle que l’on voudra, mais ce 


sera toujours la même; en sorte que, si æ et 6 désignent 
les deux racines cubiques imaginaires de l’unité, les 
six racines de l'équation (4) pourront être représentées 


par 
de CU TER v ATEN / PUS 
Et comme, des deux radicaux 


3 q = 3 q No 
et DE BR EE UE 
/ > + VR, / 2 \ L 


le premier nous représente, par nolre convention, celle 


6 
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des trois racines cubiques de — 7 is VR que nous vou- 
à, 





drons, le second également celle des trois racines cu- 


biques de — 7 _— R que nous voudrons, et qu’en outre 
q ; q »Étq 


3 
leur produit a pour cube — — nous pouvons choisir les 
7 


valeurs de ces deux radicaux de manière que leur pro- 
duit soit égal à — 2: on aura alors 
e) 3 ;] 
s'ANNY rs __… 
5 Dee + VR 








Si maintenant on porte, dans la formule (5), chacune 
des valeurs (8) de y, en se servant de la formule (9)et 


en se rappelant que 46 —1, on obtiendra les valeurs 
suivantes de x : 


V — 2 EVR+ TVR 





Pare. VR+6(/-2 VE 
4/—L Re et/ TVR 


| 
| 
; 
| 
| 
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Ces trois racines de l’équation (1) peuvent être repré- 
sentées par la formule unique 


pol #=ÿ/—1+ me / 1 


dite formule de Cardan, pourvu qu'alors on laisse aux. 
radicaux cubiques toute leur généralité, mais qu'on n'as- 
socie ensemble que les valeurs deces radicaux qui donnent 


un produit égal à — &: 


Si, dans la formule (10), on combine chaque valeur 
du premier radical cubique avec chaque valeur du se- 
cond, on aura en tout neuf valeurs de x, qui seront les 


racines des trois équations 
a +px +q—=o, 
ax + par +q—O, 
2 + p6x +q—oO, 
ainsi qu'on s'en assure aisément en faisant disparaître 


les radicaux de l'équation (ro). 


506. L'analyse qui précède s’applique à tous les cas, 
quelles que soient les quantités p et gq, réelles ou imagi- 
naires. Nous allons ajouter quelques détails relatifs au 
cas où les coefficients sont réels. 


DiscUSSION DE LA FORMULE DE GARDAN. — p el q étant 
des quantités réelles, supposons R>0o, ou 


fp +279 70; 


les deux radicaux qui figurent dans l'équation (10) auront 
chacun une de leurs trois valeurs réelles. Désignons 
par À la valeur réelle du premier, par B celle du second; 
les trois valeurs du premier radical seront 


A, Aw, A6, 
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celles du second seront 
B, Ba«, B6; 


el, comme les valeurs des deux radicaux qu'il faut 
prendre ensemble doivent avoir un produit réel, on 
aura, pour les racines de l’équation (1), 


À + B, 
Aa + B6, 
A6 + Ba. 
D'ailleurs, 
—1+V—3 Der Mons 
CR he 16 ps 
2 2 


les trois racines de l'équation (1) seront donc 


Agtbiny A5 B 


2 2 


A+B et” — 








Fa 


Aïnsi, dans ce cas, l'équation (1) a deux racines ima- 
ginaires. 
Si l’on a R — o, ou 


#p°+27q—0, 


il en résulte B=— A; alors l'équation (1) a ses trois ra- 
cines réelles, mais deux de ces racines sont égales entre 
elles. 

Supposons, enfin, Ro, ou 


fp°-- 279 <o; 


chacun des radicaux qui figurent dans la valeur de x 
aura ses trois valeurs imaginaires: mais il est facile de 
voir que l'équation (1) a ses racines réelles et inégales. 
Soient, en effet, 


A+Bÿ—1, a(A#BYE ir), (A+ Bÿ—1) 
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les trois racines cubiques de l'expression imaginaire 
q ré l AN Ara ° ; q Fc 
— 124 V/R; l'expression imaginaire conjuguée — = — VR 
2 2 
aura évidemment pour racines cubiques 
A—BY—1, €é(A—BYÿ—1), «(A—BV—:1); 


et, comme les valeurs des deux radicaux qui composent 
la valeur (10) de x doivent avoir un produit réel, on 
aura les trois valeurs suivantes de x : 


(A+ B4V—1)+ (A—BY—1) 
«(A+ BY—1)+E6(A—BV—1), 
6(A + B FERA + «(A — B de 
ou, en remplaçant & et 6 par leurs valeurs, 
PONS UOTE CMS TER 


L'équation (1) a donc ses trois racines réelles, comme 
nous l’avions annoncé, et il est très-facile de montrer 
qu’elles sont inégales. 

En effet, on ne peut avoir d’abord 


A RUS--AS-RB\3, 
car il en résulterait B— 0, et la quantité — He VR seraill 
2 


égale à la quantité réelle A°, ce qui est contre l’hypo- 
thèse. On ne peut avoir non plus 


2A——ATEB V3, 
car il en résulterait B = + À TEË par suite, 
At BV—i—A(G1+Vy— 3) = — SaA, 


et 


+ VR — = 8atAS— — 6 À, 


2 “ 
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ce qui est encore contre l'hypothèse, puisque le second 
membre est réel. 

Le cas que nous examinons ici est fort remarquable ; 
car, bien qu’alors les trois racines de l'équation du troi- 
sième degré soient réelles, la formule de Cardan pré- 
sente leurs valeurs sous une forme compliquée d’imagi- 
naires; et si, pour faire disparaître ces imaginaires, on 
cherchait à mettre les radicaux cubiques qui entrent 
dans la formule de Cardan sous la forme À + B VER 
on trouverait que les quantités A et B dépendent d’une 
équation toute semblable à la proposée. L’équation en A, 
par exemple, aurait ses trois racines réelles, et l’on 
trouverait, par conséquent, une expression de À égale- 
ment compliquée d’imaginaires. C’est pour cette raison 
que le cas dont il s’agit ici a été nommé cas irréductible. 

? 

007. Ainsi la formule de Cardan ne peut servir à la 
résolution numérique de l'équation du troisième degré 
que si une seule racine est réelle; mais, dans le cas irré- 
ductible, l'équation se résout très-simplement par le 
moyen des fonctions circulaires. Si l’on pose, en effet, 


19 


ee 


he 


| Ÿ 


—— sin o, — 


— — ph COSO 
217 P c 


D | RQ 


la quantité p et l'angle w seront déterminés par les for- 
mules 





JT p3 2 
PL . 9 CSD — — 











RENE BTS en 
TX —= Ve (Vcosu 1 V—1 SIN & —- Vcoso — ÿ—1 sinw), 
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ai : STATE L 
Vp désignant une quantité réelle; on a d’ailleurs 











à © +2ÂT nn 1 M EE 26 
Vcoso — ÿ—1 MER COS ee Wii Si —) 
3 | a 2%T ol 6 DRE 
Vcosw + ÿ—1 sine = cos —;— + ÿ—1 sin Re 


où k a l’une des trois valeurs o, 1, 2. On doit donner à À 
la même valeur dans ces deux formules, car il faut que 
le produit de leurs premiers membres soit réel; on aura 





donc 
a o) - 2kT 
x = 2 ÿp COS ————) 
à 
et les trois racines de l'équation seront 
3 @) 37” o + 2T 3,— o + AT 
2 Vp cos 2 Vo cos RAS EAURE ÿ p cos + ee. . 


On pourra, dans chaque cas, calculer par logarithmes 
les trois racines dont nous venons de donner l’expres- 


sion. 


DOS. MérHone DE LAGRANGE. — Considérons l’équa- 
tion complète du troisième degré 


(1) x + Pr + Qxr+R—o, 


et désignons par o; 1, Lo 5€S trois racines. D’après la 
théorie exposée aux n° 501 et 502, on pourra déter- 
miner les racines xo, 1, Xe, si l’on parvient à connaître 
la valeur d’une fonction quelconque de ces racines, tel- 
lement choisie, cependant, que les six valeurs qu'elle 
peut prendre par les 1.2.3 substitutions de Zo; Æ1;, 
x soient différentes. La méthode de Lagrange, que 
nous allons exposer ici, consiste à déterminer directement 
la valeur d’une fonction linéaire des trois racines, telle 


(2) t= x) + Ari + Br, 
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où À et B désignent des constantes quelconques, et à dé- 
duire ensuite de cette fonction l'expression des racines 
elles-mêmes. 

Si l’on exécute sur les indices 0, 1, 2 toutes les sub- 


stilutions qu'ils comportent, on obtiendra les six valeurs 
suivantes de la fonction t : 


b — Lo + Ar, + Br, 
= To + Ar; + Bx;, 


bb — x; + Ar, + Bx,, 
(3) 


{ 
ls 
l, 
\ & — 


2 


Ti + ÂxTo —+- Br, 


Ï 


Ï 


Lo + Axo + Bai, 


| 


To + Ati + Br, 


et cette fonction £ dépendra de l'équation du sixième 
degré | 

(4) (t—)(t—u)(t—e)(r—t) (88 PREND 
que l’on ramènera au deuxième degré, si l’on peut dis- 
poser des constantes indéterminées A et B, de manière 
qu’elle ne renferme que la sixième et la troisième puis- 
sance de £. Il faut et il suffit, pour qu'il en soit ainsi, 
que, £ désignant l’une quelconque des racines de l’équa- 
ton (4), « une racine cubique imaginaire de l’unité, 
at el «?{ soient aussi racines de l'équation (4). Voyons 
si cette condition peut être remplie. D'abord æt, et 
a*l, ne peuvent être égaux n1 à £,, ni à {3, ni à t:, lors- 
qu'on regarde xo, x, x comme des indéterminées, car 
autrement on aurait & = 1 ; il faut donc que l’on ait 


EG = TR EU EE, te, 
ou 


19 


alto td, et at —= ts. 


Ces deux dernières équations équivalent aux précédentes, 
puisque rien ne distingue les racines & et «? l’une de 
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l’autre ; nous adopterons les précédentes, etcomme celles- 
ei doivent avoir lieu, quelles que soient x,, x, x2, nous 
en déduirons les valeurs suivantes de À et de B: 


ND 

Il arrive alors que, À et B ayant ces valeurs, on a aussi 

ER RON EN 
en sorte que, si l’on prend pour valeur de 4 

É— Xo + ax, + a? Xo, 
l'équation en £ aura pour racines 

AA PTT OR MES EL A 

et elle sera, par conséquent, 


CRT Er 


! 


(5) — (+) Het —o, 


en faisant 
(6) 


b = Lo + AXy + Lo, 


d —— To LT: + AL» ; 


ce qui s'accorde avec les résultats généraux que nous 
avons obtenus au n° 494. 

Lorsque les valeurs de #, et t, seront connues, celles 
de Xo, X1, 2 le seront aussi; on a, en effet, 


(7) Pi x) + Ti Ta) 


et, en ajoutant les équations (6) et (7), 1l vient, à cause 
de «?+a+i—=o, 


(8) Fes 3 


Pour avoir x, il faut ajouter les trois équations (6)et (7), 


a 
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après les avoir multipliées respectivement par &?, « et1; 
On à ainsi 





(9) NE or PE A 


et enfin on obtient la valeur suivante de x», 


— P+ot, + ot, 
3 





(10) Lo = D 
en ajoutant les équations (6) et (7), après les avoir res- 
pectivement multiphiées par «, «? et 1. 

Tout est donc ramené à résoudre l’équation (5), qui 
est alors une réduite ou une résolvante de l'équation pro- 
posée. Cherchons d’abord à exprimer les coefficients de 
la résolvante par ceux de l’équation proposée, ce qui est 
possible, puisque ces coefficients £% + £° et 1°1° sont des 
fonctions symétriques des racines. 

Si l'on muluplie les deux équations (6) l’une par l’autre, 
et qu'on ait égard à la relation &? + à +-1 == 0, il vient 


Lt = TI HE LÉ HAE — To — Lila PT 
= (to + ti Æ de — 3 (roi + dite + Tito); 
et, par conséquent, 
(11) tt — P? — 30; 


si, enfin, on ajoute les deux équations (6), après les avoir 
élevées au cube, on obtient 


Hi a(ri + ai + xi) 


— 3(r 2, + 1120 -+ rire rit EE AT Li L3) + 12%0æ 
SHRES + “ —- æe) _— (xo —|- Li —- La}? + LOI 
2 P°-+OoPO = an: 


la résolvante (5) devient donc 


— (— 2P$ + 9PQ — 27R) # + (P? — 3Q—0 


| 
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En posant 
* PA — 0, 
elle se réduit à l'équation du deuxième degré 


9% (—— 2P$ + 9PQ — 29R)0 + (P?— 3Q} — 0; 


et, si l'on nomme 8, et 0, les deux racines de cette équa- 
tion, on aura 


Les équations (8), (9) et (10) deviennent alors 


— P + V6 + V8 





TL) = 7 3 
— P + V9, + & V9, 
T1 ss DA EU CRAN PREMIER, 9 
— P +0 V0, + « VE 
aires - 3 n 


3 . 
on prendra pour V4 l’une quelconque des trois valeurs 
de ce radical, mais la même dans les trois formules : 


S\ id] 3/7. L $ ’ 
quant à l’autre radical V6,, sa valeur est déterminée 


quand on a fixé celle de V&o, car l'équation (r1) nous 
donne 


ÿ/80 V6, — P?— 3Q. 


Il suit de là que les trois racines pourront être représen- 
tées par la formule unique 


Ep VO US 
sd prie, ue Mine 3 0 - 





qui n’a que trois valeurs distinctes, si l’on considère que 


V8, y est mis, pour abréger, à la place de ut tu te 


VGo 
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509. COMPARAISON DES DEUX MÉTHODES PRÉCÉDENTES. 
— La méthode de Lagrange, que nous venons d’expo- 
ser, est moins simple que celle de Hudde; mais elle est 
plus directe. Toutefois, ces deux méthodes fournissent 
la même résolvante, et nous allons voir qu'on est natu- 
rellement conduit à la méthode de Lagrange, en étudiant 
à fond celle de Hudde. 


Reprenons l'équation générale du troisième degré 
(1) 2 + Pa + Qx+R—o. 
Pour appliquer la méthode de Hudde, on commence par 


faire disparaître le deuxième terme, en posant 


! 
DR TER RS US 


3 


ce qui ramène l'équation à la forme 


(2) 294 pal +q = 0: 
on pose ensuite 
hs P 


(3) PP Qi ES 
Cela posé, si y, désigne l’une des trois racines cu- 


biques de — 7 T + Vixs + É » y1 celle des trois racines 


SE AUS 
cubiques de — - L_/r+E Le » qui, multipliée par ,, 


donne pour produit RE les six racines de l’équa- 
uon (3) seront 


Jos AYos Jos Vis AVir A J'15 
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et celles de l’équation (2) 
Yo Yu Yo + Ji Yo + AY; 


par suite, en appelant 6, x, æ2 les trois racines de 
‘équation (1), on aura 


P 

Lo —= — 3 Tr J' 
P 

Li — — : —+- «Yo + AVS 
P 

far + a Yo + Ja 


Si l’on ajoute ces équations, après les avoir respeclive- 
ment multipliées d’abord par 1, &, æ?, puis ensuite par 
à LEE 
AR, EL vient 
Lo —- XL —- x? La 


Jo — AU NIOND 


Lo + Xi HAL 


Mie 3 


On voit par là que la méthode de Hudde revient, au fond, 
à former une résolvante en y dont la racine ait pour va- 
leur 


Lo + A Xi + A? La 
et TANT TT 
et que cette résolvante ne diffère de celle de Lagrange 
que par le facteur 3 qui divise les racines. 


B10. Méruopes De TscairNAüs ET D'Eurer. — Nous 
avons exposé au n° 190 la méthode générale de Tschir- 
naüs, pour faire disparaître d’une équation autant de 
termes que l’on veut. Il en résulte une méthode pour la 
résolution des équations du troisième degré; mais nous 


a! 


n’ajouterons rien 1C1 à CE que nous avons dit à ce sujet 
au n° 191. 
S. — Alg. sup., I. 30 
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La méthode d'Euler ne diffère que dans la forme de 
celle de Tschirnaüs. Elle consiste à éliminer y entre 


deux équations de la forme 
AVE OV LINE, 
et àidentifier ‘équation finale en x avec l'équation pro- 
posée; la résolution de celle-ci s’ensuivra évidemment. 
On peut disposer, à volonté, de la valeur de l’une des 
P P - ) 

imdéterminées a, b, c, d; on peut faire, par exemple, 
a—=roud—=1. 


Des équations du troisième degré dont deux racines 
peuvent s'exprimer rationnellement en fonction de la 
troisième racine et des quantités connues. 


911. Si l’on désigne par x, æ , Æ2 les racines de l’équa- 
uon du troisième degré 
(1) x + Pr? + QrR—o 


le produit 


A—(x—x)(r—2)(r —2) 


des carrés des différences des racines aura pour valeur 


(n° 179) 


A——(4Q-- 27R?) + 18PQR + P?Q° — {PER 
Cela posé, en multipliant par x, — x, l'identité 
Va — (x — 2) (x — 22) (x2 — x), 
il vient 


(1 — 22) Va= [tr — x) (ri — 22) ][(æe — x) (æ3 -- x)] 
ou 
(a — 2) VA = (3x? + 2Px, + Q (8 +. 2Pz3L Q) 
= 9gxir, + OPrixe (rs +) + 3Q (xs + 72) 


\ 


+ (4P?—6Q)x:x: + 2PQ (ai + ce) + Q?; 
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on a d’ailleurs 
(2) LT += —x—P 
et 
Lido = — (XL + t)t + Q—x + Pr+Q; 


en faisant usage de ces formules, on trouve 


(xs a La) Va = 9x* + 12Pa* + (15Q «4 P?) æ” 
se (10PQ AR A En Ne (4Q°? —P°Q). 


On peut ramener cette expression au deuxième degré, 
par le moyen de l’équation (1), et il vient alors 


(3) (a — x) VA —(6Q—2P°)2°—{9R—7PQ+2P°)x 
+ (4Q° — P?Q — 3PR). 
On voit, par les équations (2) et (3), que les racines 


x, et x, seront égales aux deux valeurs de X tirées de la 
formule 


(4) | "M ne [(6Q—2P*)2—(9R—7PQ+2P°+Va)æ 


+ (4@ — PQ — 3PR — P YA}, 


en y donnant successivement au radical A ses deux va- 
leurs. 

Il résulte de là que, si l’on comprend ce radical V2 
parmi les quantités qu’on regarde comme connues, les 
racines x, et x, S'exprimeront par des fonctions ration- 
nelles de x et des quantités connues. 

On peut aussi représenter ces racines par des fonctions 
rationnelles et linéaires de x, en suivant la marche indi- 
quée au n°183. Effectivement, si l’on divise le premier 
nombre F(x) de l'équation (1) par l'expression (4) de X, 
que l’on désigne par V le quotient de cette division et 
par — U le reste, on aura 


(e) Aa) = VX —U. 
30. 
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U 
X —= —: 
V 


On trouve, en faisant le calcul, 
2VA.V —(6Q—2P?)x+(0R — PQ + WA), 
VA US (9gR EE PO — Va)x + (2 Q$ CÉPRE 


par conséquent, si l’on pose 








__VA—(9R— PQ) 
2 VA 
, — 2Q°—6PR 2 Q? —6PR 
(5) 26 es 
2 VA NA 
__ VAH(9R—PQ) 


\ 2 VA 
l'expression de X sera 
CRE b 
Se RE 
et l’on en conclura les racines x, et x, en donnant au 
radical VA ses deux valeurs. Mais quand on change VA 
en — A, a et D’ se changent l’une dans l’autre, tandis 


que b et a! se changent en — b et — x’; donc on peut 
écrire 
ax + b b'x —b 
SANTE Lo —— 0° 
Nr PNR EEE 


On tire des équations (5) 
(6) a Li rad ae 
et il en résulte que, si l’on pose 


11 ee 
(7) AIT 
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on aura 


(8) PARUS b'x — b 


—dad'r + a 





, se féc=-de VA 


Ex, 6x étant mis au lieu de 0x et 00?x. 
Les racines de l'équation proposée peuvent donc être 
représentées par 
m0, 16%; 
j'ajoute que, si une fonction linéaire 
\ ax + 6 
MAN m or 
? x x + 6’ : 
dont le déterminant 46/—64/ peut toujours être su OSÉ 
P J PP 
égal à 1, représente l’une des racines, 0x par exemple, 
on aura identiquement 
o (æ) =0 Tr, 
c’est-à-dire 


au—mœ+a 6—=+0 +". 


En effet, l'équation proposée étant irréductible, elle 
ne peut pas avoir une racine commune avec l'équation 
px —0x qui est du deuxième degré, à moins que celle-c1 
ne soit identique. 


819. Nous avons rencontré au n° 166 une équation du 
troisième degré dont les racines se développent en des 
fractions continues susceptibles d’être terminées par un 
même quotient complet. 

L'analyse qui précède nous fait connaître toutes les 
équations du troisième degré qui possèdent cette pro- 
priété. En eflet, pour que deux irrationnelles x et x; 
soient développables en des fractions continues terminées 
par les mêmes quotienis, il faut et il suffit (n° 16) que 
l’on ait 

ax + b 


= —— “7; ) 
1 ax pb 


470 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


a, b, a, D’ étant des entiers positifs ou négatifs satisfai- 
sant à la condition : 


ab'— ba —+rx, 


S1 l’on applique ce résultat à deux des racines de l’équa- 
tion {1}, x et 0x, ou x et 6x, on voit que la condition 
relative au déterminant est satisfaite quand on exprime 
8 x ou 62 x par les formules (2), (7) et (8); donc, pour que 
les fractions continues dans lesquelles se développent les 
trois racines aient un même quotient complet commun, 
il faut et il suffit que les formules (5) donnent pour a, b, 
a’, b' des valeurs entières. 

Les deux dernières équations (5) peuvent être rem- 
placées par les équations (6), et celles-ci donnent 


(a) RE LS DA b — — RSR EU EE 


en même temps on a, par les deux premières équa- 
tions (5), 


(10) OR — PQ —(r1—2a) VA, 3Q-:P?-> 4 NA; 
et l’expression de À peut être mise sous la forme 


(oi 94— — 3(9R — PQ} “+ 4P(9R —PQ)(3Q pr} 
= 4Q(30— pr). 


Des équations (ro)et (1 1) on tire 








GE Re 
a? a 
(—1+2a)(1—a+a) a(—1+ a) 
(12) he 25 HS, es AT: LA 
— 3Q — P? 
mir, 


la quantité P demeure indéterminée. 





) 


2e ut on AT 
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D'après cela, la forme générale des équations dont 
nous nous occupons est 


{ = + 2. 2) 2 Es 
[æ+ra+ | At Re), Ep |z 





19 ! 





a a 
C8) | (—i+2a)(1—a+a) a(—1+ ) 
+] AT + ta» | — 0; 


P désigne une quantité réelle quelconque, rationnelle ou 
irrationnelle : & est un nombre entier positif ou négatif 
quelconque ; enfin a! est un diviseur positif ou négatif 
quelconque du nombre 1—a + a?. 
L’équation 
4 
a — 7x +7, 
dont nous nous sommes occupé au n° 166, répond aux 
b a 


valeurs 
= 0. ak, ad — = 3. 


Résolution de l'équation générale du quatrième degré. 


513. Méruone DE FERRARI. — La méthode la plus 
simple pour résoudre l'équation du quatrième degré est 
aussi la plus ancienne; c’est celle de Louis Ferrari : elle 
consiste à faire en sorte que les deux membres de l’équa- 
tion soient des carrés, et elle ramène, en conséquence, 
la résolution de cette équation à celle de deux équations 
du deuxième degré. 

Soit l'équation 
(a) xt + pa + qu +Tz +S—O; 
en ne conservant dans le premier membre que les deux 
premiers termes, elle devient 

gt Hpai——qzi —1x2—$;, 


2 r2 





et, en ajoutant aux deux membres PT, afin que le pre- 


3) 


(= 
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mier membre devienne un carré, 


2 2? 
(2) (+22) = (F- Ja res 


Mise sous cette forme, l'équation proposée se résoudrait 
immédiatement, si le second membre élait un carré: car 
il suffirait alors d’extraire la racine carrée des deux 
membres, etl’équation serait abaissée au deuxième degré. 
C’est à ce cas particulier que la méthode de Ferrari ra- 
mène tous les autres. 

Désignons par y une quantité indéterminée, et ajoutons 
aux deux membres de l'équation (2) la même quantité 


2 
(e+be)r + LE 


4 


il viendra 


» \u2 2? ) 2 
mt Pat) Cf ones FUPONONENNENE 
2 2 \4 2 4: -# 
Maintenant, déterminons Y, de manière que le second 
membre de l'équation (3) soit un carré, Il suffit, pour 
cela, que l’on ait 


( ” je (F —1+r) (2— 45), 
ou 


(El Pa + (pr 45) y — s (7 49) 272206 


et, si l’on connaît une seule racine de celte équation en y, 
la résolution de l'équation proposée (1) s’ensuivra immé- 
diatement, car l'équation (3), qui est la même que (1), 
peut s’écrire comme il suit : 
4 s ; 
2 2 HET 
Ne 4 4 P 2 
TEE ei .— Fra Ji LE à : 
2 2 4 P 
Er 


/ 


— 0, 
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et elle se décompose dans les deux suivantes, qui sont 
du deuxième degré : 





| PARC 
1e 2, 
x + (2 + Pere RE — 7 
2 + p° 
P2: 








L’équation (4), qui est du troisième degré, sera donc 
ici la réduite ou la résolsyante de l'équation (1). Nous 
avons vu qu’on peutexprimer par des radicaux les racines 
de l'équation générale du troisième degré; il s’ensuit que 
l'équation du quatrième degré a la même propriété, Car 
les équations (5) donneront les quatre racines de l’équa- 
tion (1) en fonction des coefficients et d’une racine quel- 
conque y de la résolvante. 


B14. Érupe DE La résozvante. — Nous venons de 
voir ges les quatre racines de l'équation proposée peu- 
vent s'exprimer en fonction d’une seule racine de la 
résolvante : nous allons étudier à son tour cette résol- 
vante, et examiner de quelle manière ses racines sont 
composées avec celles de la proposée. 

Désignons toujours par y une racine quelconque de 
la résolvante, et par ïo, Xi, Xe, 3 les quatre racines de 
l'équation proposée, savoir, par x4 EL X9 celles qui appar- 
tiennent à la première des équations (5); par x, et xs 
celles qui appartiennent à la seconde. On aura alors 


EX 188 


— —7r —— —7 
2 2 





idee 


—— Ÿ 





D = 


PERS UE 
2, pe P°? pa 

es sud rs EM 4 2 net Dee 

FE n 
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et, en ajoutant, 
JS = Lolo + Lits. 


La résolvante a donc pour racine la fonction 
Lolo + Ti La 


des quatre racines de la proposée, fonction qui n’a effec- 
tivement que trois valeurs, par les substitutions des ra- 
cines. 

Posons 


ro VE re OT NES : 4 (e a); 


la résolvante en y se transformera dans une équation 
en {, qui sera du sixième degré, mais qui ne contiendra 
que des puissances paires de t. Cette équation ne sera 
pas plus difficile à résoudre que l'équation (4) et l’on 
peut la prendre pour résolvante à la place de celle-ci. 
Les équations (5), dans lesquelles se décompose l’équa- 
tion proposée, deviennent alors 








et l’on en déduira les quatre racines de la proposée, si 
l’on connaît une seule racine de la résolvante en t. 

Les équations précédentes ont pour racines, la pre- 
mière Æo et Lo, la seconde x, et x3: on a donc 


p +t ne PF 


To —- Lo M 2 Ti —+- La = FETE ? 


et, en retranchant, 


Laser ol t — To Fr CA -l- To “Fix TL: 


3° 
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Telle est l'expression de la racine de la résolvante en t. 
C’est une fonction linéaire des racines de la proposée, 
qui peut prendre effectivement six valeurs égales deux à 
deux et de signes contraires, par les substitutions des 


racines Lo, Lis Lo, Ds: 


5453. Méruone pe Lacrance. — D'après la théorie gé- 
nérale que nous avons exposée aux n° 501 et 502, on peut 
exprimer rationnellement les quatre racines de l’équa- 
tion du quatrième degré par une fonction de ces racines 
telle, que les 1.2.3.4 valeurs qu’on en déduit par les 
substitutions soient différentes. Une pareille fonction 
dépend d’une équation du vingt-quatrième degré; mais 
nous venons de voir, par l'analyse de la méthode de Fer- 
rari, qu'il suffit, pour résoudre l'équation du quatrième 
degré, de connaître une fonction des racines qui ait seu- 
lement trois valeurs distinctes, ou six valeurs égales 
deux à deux et de signes contraires. 

La formation directe de l'équation dont dépend une 
pareille fonction des racines de la proposée et la déter- 
mination subséquente de ses racines constituent une 
nouvelle méthode due à Lagrange, et que nous allons ac- 
tuellement développer. 

Soit l’équation 
(a) 4 at pr + qu Hit Hs—=O, 
et désignons par %o, X1, de, X3 Ses quatre racines. La 
fonction la plus simple de ces racines, parmi celles qui 
ne peuvent acquérir que trois valeurs, estXo Lo + Li X3; 
posons donc 





17 — TO Ta -} Ti T3 


et commençons par chercher la valeur de y, ou plutôt 
l'équation du troisième degré dont dépend cette quantité. 
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Soient “2 les trois valeurs que peut acquérir 
Vo F9 2 P ; 
on aura 


Vo — Lolo EF Lits, Vi LoT3 + Les Vo = Load + Los, 


- 


et l'équation en y sera 


(2)%— ot) + (ro T 1-02 + M1I 2) —YoM1Y2= 0. 
Les coefficients de cette équation (2) sont des fonc- 
tions symétriques des racines de l'équation (x) et ils 


euvent, en conséquence, s'exprimer par les coefficients 
P ) q ) P 


Pants On a 
Vo Le tt A Una 8 À mie, (ro Li + Lolo + Los + Lilo + L1T3 + Lot3) = 4, 


Foi EF YoY2 +192 
= (ro a ++ a) (rorixe + or rx La + Lido) 
— A toTi tete 
= pr — 5, 
oY1Y 2 —Loli Lots 
X[ (ro +x, + rot; — 4x Li + Lo La Lo Ts Ti Lo + Tit3 EH 
(Lotto + TT1%3 FT LoT3 + LiTits) 


—s(p—4g) +7; 
l'équation résolvante en y est donc 
(3) 2°— gr + (pr —4s)y —[s(p?— 4q) + 7°] —0. 


Nous savons résoudre cette équation, qui est du troi- 
sième degré; voyons maintenant comment on obtiendra 
les valeurs des racines x4, x, to, æ3. 
Soit y, une racine quelconque de l'équation (3), on 

aura | 

Lo%2 EE Li L3 — Vo; 
d’ailleurs 

Lo To XX Lg = S; 


doncxixtretx; xs sontles racines de l’équation du second 
0 q 
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degré 
(4) Z2— 2 +S$—0. 
Soient z, et z, les racines de cette équation (4), on aura 
Lo La 24; Li Ta 2; 
connaissant ainsi les valeurs des fonctions XoXos et XiX3, 
on voit de suite qu’on doit en déduire rationnellement les 


sommes Lo + Lo et Xi + Xs, qui sont des fonctions res- 
pectivement semblables à xoxo et x 3. On a effective- 


ment 

Zi La (Lo + 2) + Lo T2 (Xi +æ)=—7, 
ou 

2 (Xo + Z2) + 20 (21 + ar) —=—r; 
d’ailleurs 
(xo+ a) +(m + xs) —=—p, 
donc 
De 4 Li + Le —= REGIS 
71 — % Z1 — Zo 


Connaissant Xo + Lo et Lo Lo, Li + Ls Et Xi L3, ON 
peut former deux équations du deuxième degré, ayant 
pour racines, la première æo et Xo; la seconde x, et x3, 
et le problème peut être regardé comme résolu. 


516. On résout plus facilement l'équation du qua- 
trième degré, en prenant une résolvante dont la racine 
soit une fonction linéaire des racines de l’équation pro- 
posée, ayant six valeurs égales deux à deux et de signes 
contraires. 

Soit 

DL — "Ta ar das 
cette fonction ayant six valeurs, elle dépendra d’une 
équation du sixième degré; mais parce que les valeurs 
de t sont égales deux à deux et de signes contraires, l’é- 
quation s’abaissera au troisième degré, en posant t? — 6. 
On peut former directement l'équation en 6, puisqu'on 
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connaît la composition de ses racines; mais on peut aussi 
la déduire de la résolvante (3) en y. Il est facile, en effet, 
de voir que l’on a 
PES PLAT 

4 9 





A1 SET: cs 
et la résolvante en 8 est 


| ne Cdt: Lu 
(5) + \8p*—16p?q +16q?+16pr—645)9 


On pourrait exprimer les quatre racines Pi li Le) 
de la proposée par une seule des racines 8 de cette équa- 
ion; mais on obtient des résultats plus simples en em- 
ployant les trois racines. 

Soient 0,, 0,, 6, les trois racines de l'équation (5), on 
aura 


| Lo LE Le Ts =) 00, 


(6) A nt dE À V6., 
| L;  R La Di TE Ty D To EE V6, ; 

d’ailleurs 

(7) Lo | lj — La + la SE REA LA 


et les équations (6) et (7), qui sont du premier degré, 
donneront les valeurs suivantes des quatre racines : 





= PE Véo + Vo + VE, 
â 

me TPE Va — Va + Ve, 

Ten Fer 


/ | 
(8) L | 





see PNR EYE NES | 





2m PrN aie 
PA de Pa Le 





SECTION V. —— CHAPITRE I. 479 


Ces quatre racines peuvent être représentées par la for- 


mule unique 


__—P? + Ve + Vo + Vés 





puisque chaque radical a deux valeurs égales et de signes 
contraires. Mais ici se présente une difficulté, car l’'ex- 
pression de x, donnée par la formule (9), a huit valeurs, 
tandis que l’équation proposée ne peut avoir que quatre 
racines. Il est aisé de faire disparaître cette ambiguïté; 
on peut prendre à volonté l’une des deux valeurs de VER 
et de V6: ; mais quand on a fixé ces valeurs, celle du 
troisième radical V0: se trouve par cela même déter- 
minée. En effet, en multipliant les trois équations (6), 


on trouve 


PEUT AA AT 5 S 04 3) 
VA Vo, V5: ein ET Him æ3) 


+ 2 (%0 Li Da + Lo Li Ts HF Lo Lo My + di Lo LE 
— To Les + 2 + ei — æy | Ke + à) 
2 x? ‘ ER VE 
— 23 (25 - D CR zh) — 3 (x dre TL; 45) 
= p}+ {pq — 67, 
? \ 
d’où 
ee Picts par 87 
(10) tre 


; V%o V9: 

Il résulte de là que la valeur de x, donnée par la for- 
mule (9), a précisément quatre valeurs, et que cette for- 
mule fait connaître, en conséquence, les quatre racines 
de l'équation proposée. 

Il est important de remarquer que le succès des mé- 
thodes de Ferrari et de Lagrange est dû à cette seule cir- 
constance, que l’on peut former des fonctions de quatre 
variables, qui n'ont que trois valeurs. 
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917. La discussion des cas particuliers de l'équation 
du quatrième degré n'offre aucune difficulté. Les for- 
mules (6) ou (8) donnent immédiatement les résultats 
suivants. | 

1° Si la réduite a deux racines égales différentes de 
zéro, la proposée a deux racines égales; les deux autres 
racines sont différentes de celles-ci, et différentes entre 
elles. 

2% Si la réduite a deux racines nulles, la proposée a 
deux couples de racines égales. 

3° 51 les trois racines de la réduite sont égales entre 
elles et différentes de zéro, la proposée a trois racines 
égales. : 

4° Si la réduite a trois racines nulles, les quatre ra- 
cines de la proposée sont égales entre elles. 

Lorsque les coefficients p, g, r, s sont réels, la nature 
des racines de la réduite fait connaître celle des racines 
de la proposée. 

S1 les trois racines de la réduite sont réelles, et qu'au- 
cune d'elles ne soit négative, il est évident, par les for- 
mules (8), que les quatre racines de la proposée sont 
réelles; si au contraire la réduite a une ou deux racines 
négatives, les quatre racines de la proposée sont imagi- 
naires : toutefois deux de ces racines deviennent réelles 
et égales lorsque la réduite a deux racines négatives 
égales entre elles. Le dernier terme de la réduite (5) 
n'étant jamais positif, cette réduite ne peut avoir une 
seule racine négative que dans le cas où elle a une racine 
nulle. Si la réduite a deux racines imaginaires, On peut 


supposer que, dans les formules (8), 4/8, et V4, soient des 
imaginaires conjuguées, et que V6: soit réelle: on voit 
alors que la proposée a deux racines réelles et deux 
racines imaginaires. 


EE 


ns 


nu 


| 
| 





SECTION V. — CHAPITRE I. AS1 


DAS. Méruones DE Descartes, DE ‘TscHirnNaus et 
p'EurEr. — La méthode de Descartes consiste à iden- 
üfier l'équation proposée 

a+ pa + qu +rr+s—=0o 
avec cette autre 
(x? + fr +g)(x+ fx + g')—=0, 
dont les racines peuvent être considérées commeconnues. 

Au lieu d'employer la méthode des coefficients indé- 
terminés, comme fait Descartes, on peut exprimer que 
x?+ fx +g est un diviseur du premier membre de 
l'équation proposée, en effectuant la division et en éga- 
lant à zéro les deux termes du reste qui est du premier 
degré en x. On obtüent ainsi deux équations entre les 
deux inconnues f'et g, et, en éliminant g ou f, on a une 
équation du sixième degré qu’on ramène aisément au 
troisième, ainsi qu'on l’a vu au n° 99. Cette méthode 
ne se distingue pas, au fond, des précédentes; car la ré- 
solvante à laquelle elle conduit ne diffère de celle de 
Lagrange (n° 99) que par le facteur 2 qui divise ses 
racines. 

Je n’ajouterai rien à ce que j'ai dit au n° 191 rela- 
tivement à la méthode de Tschirnaüs, qui ramène l’é- 


quation 
x! + pa + qi +ræ+s—Oo 


à la forme | 

Y'+ Pr?+ Q—=—o, 
en employant la transformation 

y =a + bx+ x, 
eten disposant convenablement des indéterminées a et &. 

La méthode d’Euler consiste à éliminer y entre les 
deux équations 
c++ by + cry + di, y—e, 
S. —Alg. sup., KL. 31 
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et à identifier l'équation finale en x avec la proposée 
dont les racines seront alors données par la formule 


x=a + be + c(Ve) + d(Ve}. 


Tout revient donc à déterminer les valeurs des indéter- : 


minées &, b, c, d, e, dont l’une peut être choisie arbi- 
trairement. 


Sur la resolution algébrique des équations. 


019. Toutes les méthodes connues que les géomètres 
ont essayé d'appliquer à la résolution algébrique des 
équations, et 1l en serait nécessairement de même des 
nouvelles qu’on pourrait imaginer, reviennent à faire 
dépendre la résolution de l’équation proposée de celle 
d'une autre équation plus facile à résoudre, et dont les 
racines soient des fonctions de celles de la proposée. 

C'est ainsi que l'équation du deuxième degré peut 
être résolue en déterminant la fonction x, -— x, de ses 
deux racines. Le carré de cette fonction est une fonction 
symétrique, et, sa valeur étant connue, la résolution de 
l'équation en résulte par l'extraction d’une racine carrée. 

C’est encore ainsi que nous avons pu résoudre l’équa- 
tion du troisième degré en déterminant la valeur d’une 
fonction linéaire des racines xo, X1, Xo, Savoir : 


Ê— Lo + a Xy + ao, 


a désignant l’une des racines imaginaires de l'équation 
x%= 1. Le cube #4 de cette fonction ne peut prendre 
que deux valeurs distinctes par les substitutions des 
racines Zo, Li, Xo, et 1l dépend, par conséquent, d'une 
équation du deuxième degré. 

Enfin nous avons résolu l’équation du quatrième 
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degré en déterminant la valeur de l’une des deux fonc- 
tions suivantes de ses racines %6, Li, Lo, La! 


La première de ces deux fonctions ne peut acquérir que 
trois valeurs, et elle dépend, par conséquent, d’une 
équation du troisième degré, qu’on sait résoudre; la se- 
conde fonction peut prendre six valeurs, et elle dépend 
d’une équation qui est du sixième degré, mais qui peut 
être abaissée au troisième, parce qu'elle ne contient que 
des puissances paires de l’inconnue. Nous avons vu que 
la résolvante en £ conduit plus aisément que celle en y à 
la résolution de la proposée; elle a aussi cet avantage, 
que la résolution de l’équation du quatrième degré, 
qu’on en déduit, présente la plus complète analogie avec 
celle de léquation du troisième degré. La fonction £ 
peut, en effet, s’écrire ainsi : 


tro ar, + ur + ar, 


« désignant la racine réelle — 1 de l'équation x'— 1. 

Dans les Mémoires de l’Académie de Berlin (années 
1990 et 1771) (!), Lagrange, prenant pour point de dé- 
part les résultats qui précèdent, a cherché à opérer la 
résolution de l’équation de degré n dont x5, 1, æÆo, .…, 
Æn_ Sont les z racines, en employant une fonction de 
la forme 


21 2.6 LA 
er) ar; Ha Lo Hs, ot Tr, D Ha, 1 


où « désigne une racine de l'équation x“== 1. 
Quoique ces recherches de Lagrange n'aient pu le 





(!) Lagrange a donné un extrait de son Mémoire dans la Note XHII de 
son Traité de la résolution des équations numériques, 3° édition, p. 242. 


DE 


484 COURS D ALGÈEBRE SUPÉRIEURE. 

conduire à la résolution des équations générales d’un 
degré supérieur au quatrième, problème dont l’impossi- 
bilité est aujourd’hui démontrée, les développements 
qu'il a donnés à ce sujet ont une importance considé- 
rable, et nous allons les présenter ici. 

Nous suivrons la marche tracée par l’illustre auteur, 
et nous disunguerons avec lui le cas où le degré de 
l'équation est un nombre premier, et le cas où ce degré 
est un nombre composé. 


Des équations dont le degré est un nombre premier. 
520. Désignons par 
ER RENE COR EE ane 
les 2 racines d’une équation 
(1) V0: 


d'un degré premier 7, par & une racine quelconque de 
l'équation x*= 1, et posons 


( 


Si n’est pas égal à 1, 2 étant premier, les puissances 


D 


) LES To Far: À. ARE 4 —-, PC LR 0. 


de æ&, savoir : 


2 n—1 
1, Les Dee er sens TTC ‘ 


sont les z racines de l’équation x*— 1, et par consé- 
quent elles sont distinctes. Il résulte de là que la fonc- 
ion £ prendra 1.2.3...7n valeurs distinctes, par les 
substitutions des racines, ainsi que nous l'avons déjà dit 
au n° 494; cette fonction dépend donc d’une équation 
du degré 

NES DE 


? 


qu'on peut former par la méthode du n° 180, puisqu'on 
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connaît la composition de ses racines. Mais d’après les 
développements présentés au n° 494, la résolution de 
cette équation de degré 1.2.3...n peut étre ramenée 
à la résolution d'une équation du degré n—1, dont 
les coefficients dépendent d’une équation du degré 
1.2.3...(n—2). 

En effet, si z désigne successivement tous les indices 


OR nou 152,7 (PEER) 


à des multiples près de », que l’on néglige, la substitu- 
uon circulaire 
k see \ 
2 
Z 


{ 


exécutée sur la fonetion t, équivaut (n° 494) à la multi- 
plication de t par «, et il en résulte que l’équation dont t 
dépend ne renferme que des termes dont les degrés sont 
divisibles par n; cette équation s’abaissera donc au degré 
1.2.3...(7 —1), si l’on pose 


CR die 
Soient 


(3) D NE in 


les résultats que l’on obtient en remplaçant « par cha- 


cune des racines 
Ce PAU ET PS L 


de l'équation 


dans l’expression 
(4) 0— (ro +ax, +atr, +...+at ir, 1)". 


On a vu au n° 494 que, si r désigne une racine prinu- 
tive pour le nombre premier n, les quantités (3) sont 
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précisément les valeurs que prend 6 quand on exécute 
dans cette fonction les n —— 9 puissances de la substi- 
tution circulaire 


et nous avons conclu de ce fait que toute fonction symé- 
trique © des quantités ge est invariable par les deux 
substitutions circulaires 


AU 


Cela posé, une substitution quelconque peut être re- 
gardée comme le produit de trois substitutions, savoir : 


Z 
qui ne déplace pas l'indice 0; 3° une substitution qui ne 
déplace aucun des indices o et r. Les deux premières de 
cessubstitulionsne produiront aucun changement dansO, 
et, par conséquent, on obtiendra toutes les valeurs dis- 
tinctes de cette fonction en exécutant les 1.2.3...(n— 2) 


substitutions des n-— 2 indices 2, 3, ..., (n— 1). 


| Zz-+ 1) à ; rz 
1° une puissance de ) : 2° une puissance de 


D’après cela, si l’on représente par 


FO OA SE PAPE RD ARS ACER PS 0EPPORES 


\ 


l'équation qui a pour racines les 7 — 1 valeurs (3) de 8, 
chacun des coefficients P,, P,, ..., dépendra d’une 
équation du degré 1.2.3...(n— >), et l’on pourra 
former ces diverses équations par la méthode du n° 180, 
puisqu'on connaît la composition de leurs racines. Mais 
on aperçoit Immédiatement que tous ces coefficients P,, 
P2, ... ne dépendent que d’une seule équation du degré 
1:2.3...(n— 2), car ce sont évidemment des fonctions 
semblables des racines æ4, x, ..., æx,_, de l'équation 
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proposée, el si l’on se donne la valeur de l’un d’eux, 
celles de tous les autres s’en déduiront rationnellement. 

Voici comment on peut opérer pour former l’équa- 
tion dont P, dépend, et pour exprimer en fonction de 
P, les autres coefficients P+, P3, .... On calculera l’é- 
quation de degré 1.2.3.. .(n--1), qui a pour racines 
Loutes les valeurs de 0 et dont les coefficients, fonctions 
invariables des racines de la proposée, sont exprimables 
rationnellement par ses coefficients. Le premier membre 
de l'équation (5) étant un diviseur du premier membre 
de cette équation complète en Ü, on fera la division à la 
manière ordinaire, et l’on égalera à zéro les n—1 termes 
du reste. Les 7 — 2 premières des équations ainsi obte- 
nues serviront à déterminer les coefficients P+, P:, ..., 
en fonction de P,, et l’on aura ensuite l'équation en P, 
de degré 1.2.3...(n—2), en remplaçant dans la 
(n—xr)iève, P,, Ps, ... par les valeurs qu’on aura 
trouvées. 

Lagrange a cherché à simplifier les calculs, presque 
impraticables dès le cinquième degré, auxquels conduit 
l'application de la théorie précédente ; 1l a effectivement 
imaginé un artifice ingénieux pour exprimer les coeffi- 
cients de l'équation (5), en fonction des racines Lo, Lis 
Je vais le rapporter 1c1. 

Pour avoir l'expression de 0, il faut élever à laNrzene 
puissance la quantité 


n 


H CRAN RE FA 
To —|- TX PAFLUUE TL —+- . Am X- Poier: 


en faisant ce calcul, et ayant soin de rabaisser les expo- 
sants de « au-dessous de 7, on a un résultat de la forme 


(6) se Êg 2 CE E dE +. . st ET HES e 


La formule (6) donne les valeurs de 05, 43, :-+, On-2) 
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quand on substitue à & chacune des racines imaginaires 
dti l'équation x! — 1. En outre, si l’on 
remplace & par 1, le'second membre de l'équation (6) a 
pour valeur (x, +x;+...+x, , )* ou A?, en désignant 
par À la somme connue des racines de l'équation pro- 
posée (1). On a donc 


IDE 4 E ei 
A == Co + a oa ne (LR ET + Sn—1: 
ui” £ 2» Te 
ô, = 69 “fr GG “GES + + Sn—1 
0, ——— Éo —t- 6Ë, —}- g2E, —- ee Gr—1r 


Qu Vu TG MES ee se le ln se pet lol ei state le RE 


ÂAjoutons ces équations et désignons par S, la somme 
des racines de l'équation (5); on aura, d’après les pro- 
priétés des racines &, 6, ..., 


ou 
Sy NLE — A, 


Désignons généralement par S,la somme des vièmes puis- 
sances des racines de l'équation (5); élevons l’expres- 
sion (6) à la puissance y, et rabaissant les exposants 
de « au-dessous de n, représentons le résultat par 


O0" — EN) + GE) + QE) + + se GE TE 


19 


remplaçons ensuite & successivement par fr, a, Ge 
et ajoutons les résultats, on aura 


A’? 2 4 = n hi: 
ou 
D CET E5)— A", 


On pourra calculer de cette manière, en fonction des 
TAN A (LS Ales comes Ses SENS 





SECTION V. — CHAPITRE I. 4389 


et l’on en déduira ensuite les valeurs suivantes des coef- 
ficients P,, P,, ... de l’équation (Bis 











Par (nE£0 — A"), 
4 (7, — A") (nr E5 — AP 
P, = + de ; 
2 2 
sus (RE — A") | (RE — A?) (r AA (REG — A5") 
Pieds le TRE en turs j 


Voilà donc les coefficients P,, P:, ... de l'équation (2) 
exprimés en netion dés racines 25; xt. dar de 
l'équation proposée, et si l’on fait dans l'expression de 
l’un d’eux, dans celle de P, par exemple, toutes ces substi- 
tutions des racines, on ne trouvera que 1.2.3...(7— 2) 
valeurs distinctes. On pourra ainsi former directement 
l'équation en P;, et l’on exprimera ensuite les valeurs 
des autres coefficients en fonction rationnelle de P,, 
par le procédé indiqué plus haut. 

Si l’on connaît un seul système de valeurs des coeffi- 
cients P,, P:, ..., et si l’on peut résoudre l'équation 
en 0 correspondante de degré 7 —1, la résolution de 
‘équation proposée (1)s’ensuivra immédiatement, comme 
nous allons le faire voir. 

Dans l'hypothèse où nous nous plaçons, les quantités 
Oo 01, +++, On_1 Sont connues, et l'équation (4) donne, 
en mettant &, 6, y, ..., w au lieu de «, 


9 2: LEE 
xotan+em+...+a ir 4 V0 


(7) mo + Ex + Etre His + 6 lan 7/6:, 


on a d’ailleurs 


Lo HT La Her. + Zn À; 
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donc, en ajoutant ces équations, et en ayant égard aux 
propriétés des racines 4,0, ..., on aura 





RATER PRE MERE 
(8) dr : Eu V80 ù Ve fi SA PS Van à 


\ 7 2 


ajoutant aussi ces mêmes équations respectivement mul- 


y 


UPITÉES parie, 6/2, MENT 1,1] viendra 





7 


Mais, comme rien ne détermine celle des valeurs de 
chaque radical qu'il faut prendre, le second membre de 
l'équation (9) ne diffère pas du second membre de l’é- 
quation (8). Aussi doit-on se borner à dire que les 7» 
racines de l'équation proposée sont données par la for- 
mule unique 


A+ V6: + We EE 
{10) LE EE 
72 





A la vérité, cette formule, à cause de la multipleité des 
valeurs de chaque radical, donne pour æ un nombre de 
valeurs égal à 7-1: mais on peut faire disparaître l’am- 
biguité qui en résulte. En effet, les premiers membres 
des équations (7) sont des fonctions semblables des ra- 
CES Tor Cr NON pourra donc, si l’on se donne l’une 
de ces fonctions, en déduire rationnellement toutes les 





: ; à 1 A5 AN EE 1 
autres. Ainsi, on POUTTA EXPLIMET V0, IV RME 


rationnellement en fonction de V0. et la formule (10) 
ne donnera alors pour x que 7 valeurs, comme cela doit 
être. 

Par cette méthode, la résolution de l'équation du cin- 
quième degré se ramène à celle d’une équation du qua- 
trième degré, dont les coefficients dépendent d’une 
équation du sixième. 
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_ Des équations dont Le degré est un nombre composé. 


521. L'analyse précédente n’est pas applicable aux 
équations dont le degré est un nombre composé, et il 
est nécessaire d'employer ici des considérations nou- 
| velles. La méthode que Lagrange a proposée pour ce cas 


| 


| revient au fond à décomposer l'équation proposée 





(1) ve 

de degré m=—np, n étant un nombre premier, en 7 équa- 
tions du degré p; et cette méthode n’exige pour cela que 
la résolution d’une équation du degré 


1/.42.-0.1771 





(a — 1) nt Fa 
et celle d’une équation du degré n—1, tandis que si l’on 
q 5 ) q 


cherchait à faire la décomposition par la méthode ordi- 
naire, il faudrait résoudre une équation du degré 


mim—1)...im—p +1) 


— ——— 7 ——— © 


ET 


Cette décomposition de lPéquation (1)enn équations 
de degré p ayant été effectuée, on pourra appliquer à 
chacune de ces dernières la méthode exposée précédem- 
ment, si p est un nombre premier. Dans le cas contraire, 
sip=n'pl, n'étant un nombre premier, on ramènera 
la résolution de chaque équation de degré p à celle de n' 
équations du degré p', en opérant de la même manière 
que pour la proposée; et ainsi de suite. Entrons main- 
tenant dans les détails. 

Soit m—np,n étant un nombre premier, et posons, 


comme précédemment, 


! 2 ! [ een 
€ CEE Lo -|- AT) SI Lo ET a! sp ra 


Los Lise. Xm_1 Aésignant les mracines de l'équation (1) 
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et & une racine de x” 1, mais qui appartienne aussi à 
l'équation x*= r. Alors, comme on a généralement 


à - 
a+ — ; 


la valeur précédente de # pourra s'écrire comme il suit : 


Î [5 + TL, Lon Fee. Tip 41550 
me ax Tati + Lonh oexe te Æ(p—Dn+i | 
—1 
Let (ee, Leon Sd Tpn1 | 
ou 
2 = 
EX + aX, HAaPXS +, , . + ua” TX 


en faisant, pour abréger, 


{ LE Tee , x 
| Xi —= M Ex + Loin en 6 TR TRS 
{ X; Lit pat t Lg n40 Me ES L(p—1)n+1) 
(2) | RPNES ET pe TC ET NS 
£ 
* PQ Le CHA Ton: LEURS ue FE Lpn-1 


Représentons par 
(3 ) W — O 


l'équation qui à pour racines Xp; NUS NES Da CE 
pourra appliquer à cette équation (3) la méthode exposée 
précédemment pour les équations de degré premier. 
Faisons 6 — 4", où 


(4) EF (Rock a Xe TIRE 


9 dépend d'une équation du degré fa 3,08 {res 1) dont 
les coefficients peuvent s'exprimer rationnellement par 
ceux de l'équation (3); et si l’on représente par 65, 8,,:2 
Ûn_» les ñn— 1 valeurs que prend 9, quand on remplace 
@ par les 2— 1 racines imaginaires de x — 1, On pourra 
former l'équation de degré ñ7— 1: quia ces ñn—r valeurs 
de 0 pour racines : représentons cette équation par 


(SX DER EE Pa OP Pb ro ON Pi —0; 
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ses coefficients P,, P:, ... dépendent d’une seule équa- 


tion de degré 1.2.3...(#—2) dont les coefficients 
s'expriment rationnellement par ceux de l’équation (3, 
ainsi que nous l'avons établi précédemment. 

Soient y l’un quelconque des coefficients P,, P», 
et 
(6) f(r)= 0 
l'équation de degré 1.2. 3...(n—2) dont y dépend. 
Les coefficients de cette équation (6) sont exprimables 
rationnellement par ceux de l'équation (3), mais ces 
derniers ne sont pas connus, il n'y a que ceux de l’équa- 
tion (1) qui le soient; voici comment on peut former 
une équation en y dont les coefficients soient exprimés 
par les quantités connues. 

f(7) est une fonction de y qui contient symétrique- 
ment les quantités ACT AE 7 Ok, si l’on y 
remplace X5, Di MA ADATMIeUrs valeurs tirées des: 
équations (2), elle deviendra une fonction entière non 
symétrique des racines Æp, Lis ++: Lm-i de l’équa- 
tion (1). Effectuons dans f (y) toutes les substitutions 
dés racines To Lg se mio CL désignons par 


bn lnieitets far) 
les u valeurs distinctes que prend ainsi f(y); le produit 
de toutes ces valeurs est une fonction symétrique des 
AH Lo is ee 9 Lt) exprimable rationnellement 
par les coefficients de l'équation proposée. On a donc, 
pour déterminer y, l'équation 


(7) PACA ATARL TA EE E162 20 
dont les coefficients peuvent être considérés comme 
connus. 


Le degré de cette équation (7) est 1 .2.3...(n—2)>X<u; 
u désignant le nombre des valeurs distinctes que prend 
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J (7) par les substitutions des racines L'or RE Ba: 
nous Savons que ce nombre p'est un diviseur du produit 
1.2.3...m, et si l’on fait 





» sera le nombre des substitutions qui appartiennent à 
la fonction f(y). Or f(y) ne change pas quand on 
change, les unes dans les autres, les racines qui figurent 
dans l’une des expressions X5, X4, . .., XL thon plus 
qu’en échangeant les quantités X5, X;, ..., les unes 
dans les autres; mais toute substitution qui fait passer 
quelques-unes des racines contenues dans X,, ou X», 
ou ..., dans l’une des autres fonctions, change évidem- 
ment la fonction f (9). On conclut aisément de là que 


Ÿ 


VE (r208, D RTE HAE 


el, par conséquent, 








1.2.3...(7 — 2) PRE 


ou 


ONE M ONE |: 
AL EN MN 


(ze 1) n(t.2.3...p}" 





ce qui s'accorde avec la proposition établie au n° 439 
(corollaire IT). 


Si l’on connaît une seule racine de l'équation (7), on 
aura un système de valeurs des coefficients 


| 7 Le, DEN A 


de l’équation (5), car ces coefficients sont des fonctions 
semblables des racines de l'équation proposée, et, par 
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conséquent, ils peuvent s'exprimer rationnellement en 
fonction de l’un quelconque d’entre eux et des quan- 
tités connues. 

On résoudra ensuite l'équation (5), qui n’est que du 
degré 7 —1, et l’on aura alors aisément les racines de 
l'équation (3). Désignons, en effet, par 


FA CHT POS EE M LE 


A 


les n — 1 racines de l'équation (5 


); ces valeurs de 6 
étant précisément celles qu'on déduit de l’équation (4), 
en remplaçant & par chacune des racines imaginaires 


de x!— 1, on aura 
Me Xi Lui tu dr Xi ÿ 80 


RER PRE PAR IEAX 6, 


X,+—oX, + w° X3 +... + DORA Von 


D'ailleurs, la somme des racines X,, X:, ..., X, est 
connue, car elle est la même que celles des racines x, 
Li, c.., Xm_13 en désignant donc par À cette somme, 
on aura 

Xo + X, + Xe +. . + X, à "AT 
Des équations qui précèdent, on üre cette expression 
générale des racines D POLE 

bips + NET 
3 AR a dieu V0, 











7t 


Il ne reste plus, maintenant, qu’à trouver les racines 
Xo L1, --. elles-mêmes; pour cela, on considérera 
l'équation qui a pour racines celles de la proposée dont 
somme est X, où X3, où ..., XQ par exemple : soit 


xP — Xo xPri —- Q; xp? EU ee —- QE 1: —+- Q; = 0 


cette équation, dont le premier membre est un diviseur 


496 COURS D’ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


du premier membre V de la proposée. On fera la divi- 
sion à la manière ordinaire et l’on égalera à zéro les p 
termes du reste; on aura ainsi p équations dont les p—1 
premières détermineront Q;, Q;,...,en fonction de X4 
la dernière étant alors satisfaite d'elle-même. Il est évi- 
dent que Q:, Q:, ... doivent s'exprimer rationnelle- 
ment en fonction de X,, puisque toutes ces fonctions 
sont semblables. On aura donc enfin, par ce moyen, les 
ñn équations de degré p dans lesquelles peut se décom- 
poser l'équation proposée. 

Tel est le point où les travaux de Lagrange ont ramené 
la question de la résolution algébrique des équations. 
La fonction résolvante nous a donné la résolution des 
équations du troisième et du quatrième degré; mais elle 
n’est d'aucune utilité pour les équations générales de 
degré supérieur au quatrième, dont, au surplus, la réso- 
lution est aujourd’hui démontrée impossible. Toutefois 
on verra plus loin que la considération de cette fonction 
résolvante conduit à la résolution algébrique d'une classe 
fort étendue d’équations de degrés quelconques. 

À la même époque où Lagrange publiait, à Berlin, le 
Mémoire dont nous venons de présenter les résultats 
principaux, Vandermonde s’occupait de la même ques- 
tion et présentait à l’Académie des Sciences de Paris un 
beau Mémoire où, par des considérations différentes de 
celles de Lagrange, il arrivait pourtant aux mêmes con- 
séquences. Je me borne ici à indiquer ce travail de 
Vandermonde, imprimé dans les Mémoires de l’Aca- 
démie des Sciences de Paris (année 1771). 


2 € CG 
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CHAPITRE IT. 


DE L’IMPOSSIBILITÉ DE LA RÉSOLUTION ALGÉBRIQUE DES 
ÉQUATIONS GÉNÉRALES AU DELA DU QUATRIÈME DEGRÉ. 


Des fonctions algébriques. 


922. Les considérations que nous avons développées 
dans le Chapitre précédent donnent lieu de penser qu’il 
est impossible de résoudre algébriquement les équations 
générales de degré supérieur au quatrième. Abel est 
parvenu à démontrer rigoureusement cette impossibilité 
par une méthode qui a été simplifiée ensuite par Wantzel 
dans quelques-unes de ses parties. 

Résoudre une équation algébriquement, c’est former 
une fonction algébrique des coefficients qui, substituée 
à l’inconnue, satisfasse identiquement à l'équation; la 
première chose à faire, pour reconnaître si une équation 
est soluble ou non algébriquement, est donc d'étudier 
la forme générale des fonctions algébriques. C’est cette 
étude que nous allons faire ici, et nous en conclurons 
ensuite facilement l'impossibilité de résoudre algébri- 
quement les équations générales de degré supérieur au 
quatrième. 


Soient 
Ti, Lo; La; .…. L }; 


k quantités quelconques indépendantes, et # une fonc- 
tion de ces quantités; v sera une fonction algébrique, 
si on peut l’exprimer en x1, Æo, X3, ..., par le moyen 
des opérations suivantes, effectuées un nombre fini de 
S.— Alg. sup., IX. 32 


498 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


fois : 1° l'addition ou la soustraction: 2° la multiplica- 
tion ; 3° la division; 4° l’extraction des racines d’indices 
premiers. Nous ne comptons pas l'élévation aux puis- 
sances entères el l'extraction des racines de degrés 
composés, parce que ces opérations sont évidemment 
comprises dans les quatre que nous avons mentionnées. 


Des fonctions entières. 


923. Lorsque la fonction y peut se former par les 
deux premières des quatre opérations mentionnées ci- 
dessus, elle est dite rationnelle et entière ou simplement 
entière. 

Désignons par 


PURES ae Cl É 


une fonction qui peut être exprimée par une somme 
d’un nombre limité de termes de la forme 


D 3 
GR Ne 


À désignant une constante, et m3, Mo, «.. étant des 
exposants entiers et positifs. L'opération désignée par f 
fournit une fonction entière, conformément à la défini- 
tion précédente; et l’on -peut généralement considérer 
toutes les fonctions entières comme obtenues en répé- 
tant cette opération un nombre limité de fois. Soient Pis 
V2, -.. plusieurs fonctions de x,,x+, ..., de la même 
forme que f, la fonction 


F(Si5 925.) 


sera évidemment delamême forme. D'ailleurs f(v1, 92, .) 
est l'expression des fonctions obtenues en répétant deux 
fois l'opération FT.) sed'oucilesuit qu’on trou- 
vera toujours un résultat de même forme en répétant 











RE ———— 
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cette même opération autant de fois que l’on voudra, 
et que toute fonction entière de x, x», ... peut être 
exprimée par une somme de termes de la forme 


ty ll 
A: 1X, ° . 


Des fonctions rationnelles. 


924. Une fonction » des*‘quantités x, æ:, 3, ... 
est dite rationnelle lorsqu'elle peut être exprimée par 
les trois premières des quatre opérations algébriques 
ci-dessus désignées. 

Soient 


DR IE (ze re, 2.0) 
deux fonctions entières, le quotient de ces fonctions 


PRE NT PET 


Frida ce.) 


sera évidemment un cas particulier des fonctions ration- 
nelles non entières, et l’on peut considérer toute fonc- 
uon rationnelle comme obtenue en répétant plusieurs 
fois l'opération précédente; mais, en désignant par »,, 
API ANUS SUN 


(æ, Los } : 





Va, +. plusieurs fonctions de la forme 
il est évident que la fonction 


LAC Pas + » .) 


E (F4, 0, AE) 


peut être réduite à la même forme; d’où il suit que toute 
fonction rationnelle se réduira à la forme 


Fra Mass .) 
EST MONS RUE TPE EDEN 
Here 42 


f et F désignant des fonctions entières. 
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Classification des fonctions algébriques 
non r'ationnelles. 
225. Soit 
T'ÉUI Tee) 
une fonction rationnelle quelconque ; il est évident que 
toute fonction algébrique s’obtiendra en combinant l’opé- 


y pe 4 ? , ® LEE L4 :L (PATES 
ration désignée par f avec l'opération désignée par Ÿ , 
m étant un nombre premier. Si donc PA, Ps, ... dé- 
signent des fonctions rationnelles de æ,, %+, ..., ni, 


ñn>, -.. des nombres premiers, et qu’on fasse 


p' HAE RME ne "pe, L* nr 
p'sera la forme des fonctions algébriques dans lesquelles 
l'opération désignée par «ca ne porte que sur des fonc- 
tions rationnelles. Nous appellerons, avec Abel, fonc- 
tions algébriques du premier ordre les fonctions de la 
forme p'. 


Soient p',p,, ... des fonctions algébriques du pre- : 


mier ordre, 2;,%,, ... des nombres premiers; et posons 


p'= f(x. EPA Dr. Ne "Vos Se D, A Le cs 
p” sera la forme générale des fonctions algébriques dans 
lesquelles l'opération désignée par Ÿ ne porte que sur 
des fonctions rationnelles ou sur des fonctions algé- 
briques du premier ordre. Nous appellerons fonctions 
algébriques du deuxième ordre les fonctions de la 
forme p”. 

De même, si p°,p, .. désignent des fonctions algé- 
briques du deuxième ordre, x", n°, ..., des nombres 
premiers, et qu’on fasse 


NME A 1 EP EE n" (Tan n\ RTE ) 
P aa COCA, VP1 CHOSE VP'; ..., VASTE LI 
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p" sera la forme des fonctions algébriques, où l’opéra- 


ion désignée par Ÿ ne porte que sur des fonctions ra- 
tionnelles et sur des fonctions des deux premiers ordres. 
Les fonctions de la forme p/” seront les fonctions algé- 
briques du troisième ordre. 

En continuant ainsi, on formera des fonctions algé- 
briques du quatrième, cinquième, ..., pième ordre, el il 
est évident que l'expression générale des fonctions du 
pième ordre sera l'expression générale des fonctions algé- 
briques. 

Il suit de là qu’en désignant par une fonction algé- 
brique du ui" ordre, y aura la forme 


AA Pay ous VP "Ps. + 


où f désigne toujours une fonction rationnelle, p1, Pa, -.. 
des fonctions de l’ordre u— 1,7, n°, ... des nombres 
premiers, €t Ti, l'os ee des fonctions de l’ordre u —1 
ou d’un ordre moins élevé. 

On peut évidemment supposer qu'aucun des radicaux 


fi yours AU . . . 
VpPis Vpes --. ne soit exprimable rationnellement en 
fonction des autres radicaux et des quantités 74, T°; 


: L'ETAEMIONES 
Si, en effet, VPa était dans ce cas, en portant sa valeur 
dans l'expression de +, on aurait une valeur de +? 


v— f(r, RAIN “Up, 1 L 


de la même forme que la précédente, mais plus simple, 


puisqu'elle contiendrait le radical Vpa de moins. Si, de 
même, l’un des radicaux qui restent pouvait s'exprimer 
en fonction rationnelle des autres radicaux et des quan- 
tités ri, To, + .., On pourrait chasser ce radical de l’ex- 
pression de y, qui conserverait d’ailleurs la même forme ; 
et si l’on pouvait continuer ainsi jusqu'à ce qu'on eùt 
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2) 


OA PL: 1 PTT pt # 
éliminé tous les radicaux Vp:, VP2, -.., la fonction v 
serait réduite à l’ordre U—1. 

Si donc la fonction + est effectivement du ième ordre, 


On peut supposer que les radicaux Vpi, VD; ... aient 
été réduits au plus petit nombre possible, et qu'il soit 
impossible d'exprimer l’un de ces radicaux en fonction 
rationnelle des autres et de fonctions algébriques d'ordre 
inférieur. Et si m désigne alors le nombre de ces radi- 
caux qui affectent des fonctions algébriques d'ordre U—I, 
nous dirons que la fonction + d'ordre u est du degré m. 
D'après cette définition, une fonction d’ordre u et de 
degré zéro n’est autre qu'une fonction d'ordre #—r, et 
une fonction d'ordre zéro est une fonction rationnelle. 
Il résulte de là que, si y désigne une fonction algé- 
brique d’ordre e. et de degré m, on aura généralement 


of (re 7... ÿp) 


f désignant une fonction rationnelle, p une fonction al- 
gébrique d’ordre u—1, 7 un nombre premier, et r,, 
l'2, -.. des fonctions d'ordre g, mais de degré m — 1. 
En outre, d’après ce qui précède, on peut touiours sup- 

dr « USD » J 

; AREA k : An] : 
poser qu'il soit impossible d'exprimer Vp en fonction 
rationnelle de r,,r2, .... 


Forme générale des fonctions algébriques. 


926. Dans l'expression précédente de y, f désigne 


une fonction rationnelle des quantités 74; Ta ee Vp, 
mais toute fonction rationnelle de plusieurs quantités 
peut être représentée par le quotient de deux fonctions 
entières; nous pouvons donc poser 


‘ 


p(71, 7, Ann 
HN, a 
kr Fe a YP) 


Paz 
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getŸ désignant des fonctions entières, et si l’on ordonne 
n— = 
et d par rapport aux puissances de Ÿ p ou p", on aura 


pour y une valeur de la forme 


1 C: v 
DPI Ti papa tuer Fi 
Èr % 1 FE WT? 


Lo + à p'+ tp +. . + tp" 


TRS RMS NL Ts; tir: Li SON des fonctions 
entières de 74, Ta c'e. 
Soit & une racine imaginaire de l’équation 


 Lodlemoee à 


désignons par 
1 A get NA 2 40 NE 


les » — 1 valeurs qu'on obtient en remplaçant, dans T, 
1 


P" successivement par 


1 1 1 1 
DOVE 3 


ap", dpiveR p", Ne e8 ati pi, 
et multiplions par T, T,...T,_, les deux termes de la 
valeur de +, on aura 


ROSTAT PET, 4 
VAT TR TE 


[4 





Le produit TT, a RON DA peut évidemment s'exprimer 
en fonction entière de p et des quantités r,, ro, +..; il 
est donc une fonction algébrique d’ordre y et de degré 
m—1 au plus, que nous désignerons par u. Pareille- 
ment, le produit ST, T:...1,_, est une fonction en- 


LEE 1 su ” 
tière de r,,r2 ..., etV p; nous représenterons sa valeur 


par 


1 r È 


Uo + UP"+ uep"+... + Up", 
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? 
et l’on aura 
1 Fa 1 
Lors Pois PE. 4 u; p" 
SES Le RTE SR PAPE 


res ——————— 3 


u 


ou simplement 
1 2 i 


PT 90 GP" gap 2. gps 


en mettant g5, gi, .… au lieu de —*, “1, OT 
4 U 
désignent ici des fonctions rationnelles de r,, ra, .. 
el p. 
On peut chasser de l'expression précédente de y les 
1 


puissances de p" Supérieures à la (nr — ième, Si, en 
effet, j désigne un nombre qui, divisé par 7, donne le 
quotient g et le reste 2, on a 
4 h 
P"=p*f.p", 
et, en se servant de cette formule, on pourra mettre w 
sous la forme 


1 2 P—1 


(1) ee do Digi PES qu pi ON ENS ETES 

Tor J13 /23 +++; n_1 Étant toujours des fonctions ration- 
neles dép rire, di +, €l, par conséquent, des fonc- 
uons algébriques d'ordre L et de degré m— 1 au plus, 


telles, en outre, qu'il soit impossible d'exprimer ration- 
1 


nellement p" en fonction rationnelle des quantités dont 
elles dépendent. 


Dans l’expression (1) de y, on peut supposer 
qi = 1 DÉS 


Pour le démontrer, Supposons d’abord que g, ne soit 
pas nul, et posons 
Pi —Pg;; 
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d’où 


) — 
Lo Pl Fo ANT Li LES 


qi gi 


l'expression de y devient 





1 2 n—1 
= go ++ Rp" + + RE NEA é 
qi q; 
ou plus simplement 
1 à nt 
(2) V= 0 ++ gap ++ np 5 
RIM : , UE 
en écrivant p au lieu de pi; >; 43, ++ au lieu de cb 
A 
g3 9 ee 
qi 


Dans cette nouvelle expression (2) de v, qui se déduit 
de (1) en faisant gi =1, les quantités 40, ss +: . dési- 
gnent toujours des fonctions algébriques d’ordre get de 
das mi —1. 

Supposons maintenant que dans l'expression (1) de + 
on ait g, — 0; désignons par ÿ4 l'une des quantités 4», 
ÿ3 --., quin'est pas nulle, et posons 


mes 1e 
Ja gx P 1 

d’où 
(2 Ka 


p' 3e IL n 
n étant premier et À étant moindre que 7, on peut tou- 
jours trouver deux entiers « et 6 tels, que 

FR A nt 


À étant un nombre entier quelconque donné; alors on 


aura 


a À 


p! = q;. DE | 


Qt 
© 
© 
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À œ 
HR Che Lite 
P"=g;"p Pi: 


On à, en particulier et par hypothèse, 


1 

k mn 
p" Men Pi ê 

VEA 





les deux formules précédentes permettent de substituer 
1 


1 
aux puissances de p", dans la valeur (1) de», celles de Die 


et, après cette substitution, il est évident que la forme 
1 


de y n’aura pas changé, mais que le coefficient de p} sera 

k 
l'unité; car, dans l'expression primitive de y, p" a pour 
coefficient 4. Les développements qui précèdent peuvent 
être résumés par la proposition suivante : 


Taéorbme. — Toute fonction algébrique d'ordre Le 
et de degré mn peut étre mise sous la forme 


1 2 11 — 1 


VE Go EP Dig a pr EE ETS 


où n est un nombre premier, 40, 4», ... des fonctions 
algébriques d'ordre u, mais de degré m—1, et p une 
fonction d'ordre b—1, dont la racine nie ne peut étre 
exprimée rationnellement par les quantités 909 apte nus 


Propriétés des fonctions algébriques qui satisfont 
à une équation donnée. 


0271%.1l importe de rappeler ici les définitions que 
nous avons présentées au n° 400. 
S1 l’on considère un polynôme entier et rationnel 


ss 9 
PU 4 a; PAU Le &) æm 2 ne à 


ide 
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… 


dont les coefficients &,, a2, ... soient des nombres com- 
mensurables donnés, tout diviseur de ce polynôme dont 
les coefficients sont commensurables est dit un diviseur 
commensurable. 1 

Plus généralement, si les coefficients &i, &, ... du 
polynôme sont des fonctions rationnelles de quantités 
quelconques, qu’on regarde comme connues, tout divi- 
seur de ce polynôme qui a pour coefficients des fonctions 
rationnelles des quantités connues est appelé un diviseur 
commensurable. 

On nomme, dans tous les cas, équation irréductible 
toute équation dont le premier membre n’admet aucun 
diviseur commensurable. 

Dans le cas de l'équation sénérale de degré quel- 
conque, dont les coefficients sont indéterminés, les 
quantités connues ne sont autres que les coefficients 
eux-mêmes; l’équation est nécessairement irréductible. 

Cela posé, soit une équation de degré #2 


(1) an a; A A en An TX ln O0: 
4 = i i 


dont les coefficients sont considérés comme des fonctions 
rationnelles de quantités connues, et supposons qu'elle 
soit résoluble algébriquement. 

D'après la classification des fonctions algébriques 
établie précédemment, si la racine x est une fonction 
algébrique d'ordre p des quantités connues, on pourra 
poser 

1 2 n—1 


(2) 2 = 40 + P'+ gp" ++ Qu 


n est un nombre premier; p désigne une fonction d'ordre 
U — 1; Go» g», --- peuvent être de l’ordre p, mais sont 
d’un degré moindre que celui de x. Enfin on peut sup- 
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1 
poser qu'il soit impossible d'exprimer p"en fonction 
rationnelle de p, Ho es ee 
En substituant cette expression (2) de x dans l’équa- 
ton (1), on aura un résultat qui pourra évidemment se 
réduire à la forme 


1 2 71—1 


(3) AU A EE 61 0 RTS Ne * =o, 


OUPS ia AS | désignent des fonctions ration- 
nelles des quantités Ps os 25 +++; Qn_. Or je dis que 
l'équation (3) exige que l’on ait en même temps 

7Q 7 08 T4 OT AO, SRE NN 


En effet, dans le cas contraire, les deux équations 


2 DE 0: 


: Lg 
To 712724. . Hr 210 


auraient une ou plusieurs racines communes. Soit Æ le 
nombre de ces racines, on pourrait former une équation 
de degré k ayant pour racines ces kÆ racines communes, 
et pour coefficients des fonctions rationnelles de Pre: 
TEEN ÉTRIAS DO 


HS 2 HS +... sh — 0 
cette équation, et désignons par 
bb +h2+ 2 +... + tzt 


un diviseur irréductible de son premier membre, dont 
les coefficients t,, 1,, , ti Soient des fonctions ration- 
nelles de p, 4, 42 +. Yn_1. L’équation 


(4) Lo +hz+ hi +.., + z—0 
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à toutes ses racines communes avec 
(5) z®— p —=0; 


d’ailleurs son degré à est au moins égal à 2, car, autre- 
1 


ment, on pourrait exprimer z ou p"en fonction ration- 
nelle de p, 403 g2» + ++» nr: Si donc z désigne une racine 
quelconque de l'équation (4), cette équation aura au 
moins une autre racine de la forme æz, « étant une ra- 
cine de l’équation | 


l'équation (4) aura donc une racine commune avec 


(6) b+hazther+...+huz=o, 


et, par conséquent, avec l'équation 
(7) (ait +(e—e)hz+. (ait ui)t 127 = 0, 


que l’on obtient en retranchant de l'équation (6) l’équa- 
tion (4) multipliée par ai. Mais l'équation (4) est sup- 
posée irréductible: il est donc impossible qu’elle ait une 
racine commune avec l'équation (7), qui est d’un degré 
inférieur au sien : d’où il suit qu’on a nécessairement 


To — 0; T7, — 0, sas Tn—1 —= 0. 


Les équations précédentes ayant lieu, l'expression (2) 


de x satisfera encore à la proposée (1), quand on y aura 
1 


substitué à p” chacune des 2 valeurs 


» 


1 i 1 


UD 


1 
D 74 DES 6p", 
où1,aæ,6, ...,w désignent les racines ès de l’unité. 
On aura ainsi 2 racines de l'équation (1), que nous re- 
présenterons par 


BUTS D'OR TRUTS 
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et dont les valeurs seront 


| 1 : 2 11 
ASS Pr J2PETF el + Qn—1P Mg 

1 2 no 
freins «8 ET NEA 

(8) { 1 2 Es | 


La = Q0 + EP" RE qu pr +, + Eq  p a. 


NDS CTI rÉO Trderefe ll tte AP RESTE ee Te rite RE ER 


1 2 n— 1 


mé ee A + op" + gap" ei 0 Vis Di QE . 

On voit que ces racines sont différentes, car, si deux 
d’entre elles étaient égales, il résulterait de cette égalité 
une équation qui aurait la même forme que l’équa- 
tion (3), ce qui conduit, comme nous l'avons vu, à un 
résultat contradictoire. Au surplus, cette remarque n’est 
pas Indispensable pour ce Qui va suivre. 

En ajoutant les équations (8), en les ajoutant ensuite 
après les avoir respectivement multipliées par 


11—1 Cr—1 1—1 
IP y © 3 vs O , 


puis par 
: ft AUTÉ. pn—2 n—9 


@) , 


2 eee 


puis, etc., on obtient les suivantes : 


do = = (2 Hi Mairfute de nn BESASRS 
: u 
Fue 7 le te QT re el CE net ne à 
= F 
HER g (ti + ati, D, ons Sd 
RE ET Te de D | MA Ps 
un 
In=A1p: prier : ONE 


I résulte de là que, si l’on regarde comme connues les 
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racines de l’unité, les quantités 


1 


n > 
P » on 2» +5 Tn—1 


sont des fonctions rationnelles des racines de l’équa- 
tion (1). On a, en effet, généralement 


titan te HO mais er o en is £ 
9 Nr ç \ jai RE 


(æ LÉ. HR LE AR Rte ete CS it 2 








© | 


Désignons maintenant par y l’une quelconque des 
1 


quantités 7. do: Is - 5,97, et soit 


1 2 r—1 


(a) VA — $0 CA né pv” —- $2 or —— . — Sp—1 [o x , 





$03 $23 - +, étant des fonctions qui peuvent être du même 
ordre que y, mais qui sont de degré inférieur. On a, par 
ce qui précède, 





ETIET Lay ee el, 


« désignant une fonction rationnelle et}, 2, Nm 
les m racines de l’équation (1), lesquelles peuvent ne pas 
entrer toutes dans la fonction ®. Soit m'le nombre des 
valeurs que prend cette fonction ®par les substitutions des 
racines Æj, Xe, -..3 On pourra former une équation du 
degré mn! dont les coefficients seront exprimés rationnel- 
lement par ceux de l'équation (1), et dont les racines 


Vis Vo es Nm! 


seront les »/ valeurs de la fonction ©. Et, comme la va- 
leur (9) de y doit satisfaire à cette équation, on en con- 
clura, comme précédemment, que les quantités 


p, So» S9 .. Sp 


sont des fonctions rationnelles de ÿ,, Ye, :.., Ymr €b, 
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par conséquent, aussi des fonctions rationnelles de x;, 
DANS OA 

Comme on peut continuer indéfiniment ce raisonne- 
ment, on conclut de ce qui précède que : 


Si ure équation est résoluble algébriquement, on peut 
donner à la racine une forme telle, que toutes les fonc- 
tions algébriques dont elle est composée soient des fonc- 
tions r'ationnelles des racines de l'équation proposée. 


Démonstration de l'impossibilité de résoudre algébri- 
quement les équations générales de degré supérieur 
au quatrième. | 


928. Les propriétés des racines d’une équation réso- 
luble algébriquement, que nous venons de démontrer, 
ont lieu dans tous les cas, soit qu'il s'agisse d’une équa- 
uon dont les coefficients ont des valeurs déterminées, soit 
que l’on considère ces coefficients comme indéterminés, 
et, par suite, les racines de l'équation comme étant des 
quantités quelconques, n'ayant entre elles aucune dépen- 
dance. 

Nous plaçant maintenant à ce dernier point de vue, 
nous allons démontrer qu'il est impossible de résoudre 
algébriquement les équations générales de degré supé- 
rieur au quatrième. 

Ce théorème a été démontré, pour la première fois, 
d’une manière rigoureuse par Abel: je présenterai ici la 
démonstration plus simple que l’on doit à Wantzel ep 


TE eo EE ne Dre EP en LU EN D 


(*) J'ai cru devoir reproduire le raisonnement de Wantzel; j'ai 
cependant supprimé quelques détails que rendent inutiles les dévelop- 
pements dans lesquels je suis entré en traitant de la théorie des substi- 
tutions. 
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Soit 


Fee 0 


une équation du degré m dont les coefficients sont indé- 
terminés, et désignons par 


æ;, La, ss Tm 


ses m racines, que nous supposons exprimables algébri- 
quement en fonction des coefficients. 

Si l'équation f(x) = o est satisfaite par la valeur x, 
de x, quels que soient ses coefficients, on doit reproduire 
identiquement x, en substituant dans son expression la 
fonction rationnelle correspondant à chaque radical, 
puisque les racines de l’équation sont alors entièrement 
arbitraires. De même, toute relation entre les racines 
devra être identique, et ne cessera pas d'exister, si l’on y 
remplace ces racines les unes par les autres, d’une ma- 
nière quelconque. 

Désignons par y le premier radical qui entre dans la 
valeur de x,, en suivant l’ordre du calcul, et soit 


J° =P; 
p dépendra immédiatement des coefficients de f(x) =, 
et s’exprimera par une fonction symétrique des racines, 
F(xs, Ze, Xs3, ...); y sera une fonction rationnelle 
PÜX1, Lo, La, . ..) des mêmes racines. 
Comme la fonction @ n’est pas symétrique, sans quoi 
‘la racine n° de p s’extrairait exactement, elle doit 


changer lorsqu'on transpose deux racines, x, x+, par 
exemple; mais la relation 


CRE 0 


sera toujours satisfaite. D'ailleurs, la fonction F étant 
invariable par cette transposition, les valeurs de 4 sont 
S.— Als, sup., I. 33 
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des racines de l’équation VRP; eLTore 
p(xe, Li; La, 15 HODLES Ta, Ta, . 


« étant une racine niè®e de l’unité. 
Si l’on transpose les racines +, et Lo, 1l vient 


p(r Cor RSI ï 5 a p(X, Ti Las ce); 
d’où, en multipliant par ordre, 
OS re 


Ce résultat prouve que le nombre p, supposé premier, 
est nécessairement égal à 2 ; donc le premier radical qui 
se présente dans la valeur de l’inconnue doit étre du 
deuxième degré. C'est ce qui arrive, en effet, pour les 
équations qu’on sait résoudre. 

La fonction © n'ayant que deux valeurs, elle change 
par une transposition quelconque, et elle ne sera pas 
changée (n° 493) par une substitution circulaire de trois 
ou de cinq lettres, car chacune de ces substitutions équi- 
vaut à un nombre pair de transpositions. 

Continuons la série des opérations indiquées pour 
former la valeur x, de x. 

On combinera le premier radical avec les coefficients 
de f(x) = 0, ou la fonction q avec des fonctions symé- 
triques des racines, à l’aide des premières opérations de 
l’Algèbre, et l’on obtiendra ainsi une fonction des racines 
susceptible de deux valeurs, et, par conséquent, inva- 
riable par les substitutions circulaires de trois lettres. 
Les radicaux subséquents pourront donner encore des 
fonctions du même genre, s’ils sont du deuxième degré. 
Supposons qu’on soit arrivé à un radical pour lequel la 
fonction rationnelle équivalente ne soit pas invariable 
par ces substitutions; désignons-le toujours par 


\ 


rte M 
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Dans l'équation 
Pet D 
nous ferons encore 


PESTE, Lo, L3, Mens 


cette fonction ne sera pas symétrique, mais seulement 
invariable par les substitutions circulaires de trois let- 
tres. Si l’on remplace 


Ti, Los d3 


par 


dans 9, la relation 
p" —— F 


subsistera toujours ; et, puisque F ne change pas par cette 
substitution, il viendra 


; Pre \ 
p(Xo) La) Xi; Lys . +» He xolr: La, La) L,9 ..)» 


« désignant une racine n'ève de l’unité. 
En faisant dans cette équation la substitution circu- 


laire 
(2 TL) SON 


et en répétant cette substitution, on aura 


p(xs, Miro Pre) 


Lo 


Il 


ao(xs, EE UE PRE PC nu 


D M Lis Lis) 


Ï 


ap(æs, ZX, TL), LT, ce l. 


puis, en multipliant les trois équations précédentes, on 
conclura 


Ainsi, n sera égal à 3. 

Si le nombre des quantités x, Xo, Hs, X1, ... est su- 
périeur à quatre, ou si l'équation f(x) —oest d'un 
degré plus élevé que le quatrième, on pourra effectuer 

33° 
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dans o une substitution circulaire de cinq lettres, par 


exemple 
(2e, Lo, Lys L, as 


la fonction F ne changera pas par cette substitution, et 
l’on aura 


p(x, La, L},, Ty, Li, Sn ee Re Lo, T3, ZT}, T5, SDL 


uis, en répétant de part et d’autre la même substitution 
P ? P P ’ 


MT, OU Se ES 6-6". vie a /e te ea ee pale mlotés Ne fus. € lise eee AIN IR RIT IR EEE 





ce qui entraine 


puisque « est une racine cubique de l'unité. Done, si 
le degré de l'équation proposée est supérieur à 4, la 
fonction @ est invariable par les substitutions circulaires 
de trois lettres, ce qui est contraire à notre hypothèse. 
Ainsi, tous les radicaux renfermés dans l'expression 
de la racine d’une équation générale de degré supérieur 
au quatrième devraient étre égaux à des fonctions ra- 
tionnelles des racines invariables par les substitutions 
circulaires de trois racines. En substituant ces fonctions 
dans l’expression de x,, on arrive alors à une égalité de 


la forme 
di = Yu, Lo La Li; TL, °. ni 


qui doit être identique ; or cela est impossible, puisque le 
second membre reste invariable quand on remplace x1, 
Le Lg PAT Lo, Æs, Li, tandis que le premier membre 
change évidemment. 

Donc il est impossible de résoudre par radicaux l’é- 
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quation générale du cinquième degré ou d’un degré su- 
périeur. 

La démonstration précédente fait voir en même temps 
que, pour les équations du troisième et du quatrième 
degré, le premier radical, dans l’ordre des opérations, 
doit être un radical carré, et le deuxième un radical 
cubique. Ces circonstances se présentent, en effet, dans 
les formules que nous avons données dans le Chapitre 
précédent. 
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| 


CHAPITRE III. 


DES ÉQUATIONS ABÉLIENNES. 


Des équations irréductibles dont deux racines sont tel- 
lement liées entre elles, que l’une puisse s'exprimer 
rationnellement par l’autre. 


5929. Après avoir démontré qu'il est impossible de 
résoudre algébriquement les équations générales de de- 
gré supérieur au quatrième, il paraîtrait naturel de cher- 
cher à déterminer quelles sont les équations susceptibles 
d’une telle résolution. Mais, avant d’aborder ce difficile 
problème, il convient de présenter une étude complète 
d’une classe remarquable d'équations que M. Krünecker 
a nommées abéliennes. 

Les équations auxquelles conduit le problème de la 
division du cercle en un nombre premier p de parties 
égales sont toujours résolubles par radicaux, et Gauss a 
montré, dans ses Recherches arithmétiques, que chacun 
des radicaux dont l'expression des racines est composée 
a pour indice l’un des facteurs premiers de p—1. Ces 
équations ont cette propriété, que chaque racine peut 
s'exprimer rationnellement par l’une quelconque des 
autres, et Abel, en partant de cette remarque, a fait voir 
que, si deux racines d’une équation irréductible sont 
tellement liées entre elles, que l’une puisse s'exprimer 
rationnellement par l’autre, on peut toujours ramener la 
résolution de l'équation à celle d'équations de degrés 
moindres. Il y a même des cas où l'équation est résoluble 
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algébriquement; cela arrive en particulier si son degré 
est un nombre premier. 

Nous allons exposer ici ces recherches d’'Abel, et nous 
ferons ensuite l'application de sa méthode aux équations 
dont dépend la division du cercle en un nombre premier 
de parties égales. 


530. Soit 
Fès Flel= 0 


une équation irréductible de degré px, et supposons que 
deux racines x’et x, soient liées entre elles par l'équation 


lee 20 


où 9x désigne une fonction rationnelle de x et des quan- 
tités connues. x” étant racine de l'équation (1), on aura 


{ 


1 re OS 
d’où il suit que x, est racine de l'équation 
es Pl. 


et, par conséquent, cette équation {2) admet toutes les 
racines de l’équation (1) (n° 100), car celle-ci est 1rré- 
ductible, et f(0x) est une fonction rationnelle. En d’au- 
tres termes, si x désigne une racine quelconque de l’é- 
quation (1), Üx sera aussi racine de cette équation. 
Mais 0x, est racine de l’équation (1); donc 80x, le sera 
aussi, ainsi que 068x,, et généralement, en répétant sur 
x, un nombre quelconque de fois l'opération désignée 
par 8, on obtiendra toujours une racine de l'équation (1). 
Soit, pour abréger, 


EXT" T, fe AA OT CRETE ER, A 
tous les termes de la série 


(3) LATE dx; fÊds, Br 
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seront des racines de l'équation (1). Mais la série (3) ren- 

ferme une infinité de termes, tandis que l'équation (1) 

n'a que p racines: il faut donc que quelques-unes des 

quantités(3)se trouvent répétées un nombre infini de fois. 
Supposons, par exemple, que l’on ait 


Qrn+n Tj as gr ER 
RE Re 9 
ou 
on | 0x) y CU LA —— O, 
l'équation 
0x x —0o 

a la racine 0x, commune avec l'équation (x); elle admet- 
tra donc toutes les racines de l'équation (1), et l’on aura 


tx — x — 0 

ou 
LE ste TL. 

On tire de là 

AA = FA : 
d’où il suit que les termes de la série (3), à partir du 
nie, se reproduiront dans le même ordre, et que cette 
série ne contiendra que les 7 racines distinctes 


(4) 21, 02, Os, ,.., Ont, 


Ces 7 racines seront effectivement distinctes, si n est le 
nombre de fois qu'il faut répéter sur x, l’opération dé- 
signée par 0 pour reproduire x,. 

S1 l’on a —n, la série (4) contient toutes les racines 
de l’équation (ns 

Supposons a > 7, et soit T2 une racine de l'équation (x) 
qui ne fasse pas partie de la série (4), on fera voir, 
comme précédemment, que toutes les quantités 


(5) Zn, 0% Pr OU Het 


sont également racines de l'équation (1). Or je dis que, 
5 q J q 





SECTION V. — CHAPITRE III. 521 
dans la série (5), les 7 premiers termes 
(6) PORN PRE lat 2 


sont les seuls qui puissent être différents. En effet, l’é- 
quation 

0x —x—0o 
admet la racine x, de l'équation (1); donc elle admettra 
toutes les autres, et l’on aura 


tirée 
d’où 
PH e Der 
Par conséquent, les termes de la série (5) se reproduiront 
dans le même ordre, à partir du n°, et, parmi ces 
termes, les seuls qui puissent être distincts sont renfer- 
més dans la série (6). 

Je dis maintenant que les termes de la série (6) sont 
effectivement différents entre eux, et distincts des quan- 
tités (4). 

L'égalité 

br = 0x, 
où k et à sont inférieurs à 7, est effectivement impos- 
sible; car, d’après le théorème établi au n° 100, elle 
entraînerait 

fédut0xe 
ce qui n’a pas lieu, puisque les quantités (4) sont diffé- 
rentes. 

L'égalité 


OË x, — biz, 


4 1 


est de même impossible. Si, en effet, elle avait lieu, il 


en résulterait 
gn—k x, — Qn—k 6Ex, 


ou 
QE, ee 0RSSS H) 


n 
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et, par conséquent, x2 ferait partie de la série (4), ce qui 
est contre l'hypothèse, 

Le nombre des racines de l'équation (1) renfermées 
dans les séries (4) et (6) est 27; on a donc nécessaire- 
Mmenth—2nouu >2n. 

Supposons u >>2n, et désignons par x; une racine de 
l'équation (1) qui ne fasse pas partie des groupes (4) 
et(6); en raisonnant comme précédemment, on formera 
un troisième groupe de 7 racines, 


Lo 


27? 


; 2 7—1 
CEE Me VC L:, 


toutes distinctes et différentes des quantités (4) et (6); 
d’où il suit nécessairement que l’on ap—3noup>3n. 

En continuant ainsi, on verra que les p racines de 
l'équation (1) peuvent être partagées en un certain 
nombre mn de groupes composés chacun de 7 termes, en 


sorte que 
2 = UILI0S 


Les racines de l'équation (x) seront alors 


à : < 
Lin Otis 0Ts, -. @nrire 
e 
La, 0x7, rs, ..., 012, 
As 2 n—1<» 
(7) | L3) Ûx;, Ô Lis + … ÿ) La; 
; > n—1 
Cm) 0 ln Ô Ty ;] ) 277 


931. Considérons l'équation de degré 7 qui a pour 
racines les racines de l’un de ces groupes, du premier 
par exemple, et soit 


(x — +) (x — 0x) (x — 82x,).. (a — 07-12) 6 


ou 


(8) gt + A gt LE AD qe ei: AD x + AM —0 
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cette-équation. Les coefficients 


RONA 
12 


1 


sont des fonctions rationnelles et symétriques des quan- 
tités 
RE AU OT MAN C2 
et ils ne dépendent, comme on va voir, que d’une seule 
équation du degré m. 
Soit, eneffet, y, une fonction rationnelle etsymétrique 
quelconque des quantités 


(9) NO Ti VEUT Ets 


0x, 02%, -.. étant des fonctions rationnelles de x, Yi 
le sera aussi, et nous poserons 


ar TRE 


F désignant une fonction rationnelle. En outre, à cause 

Iè ES ps 
de 0x, —x;, les quantités (9) ne feront que se changeï 
les unes dans les autres si l’on remplace x, par Es 
Bx,,...,0%-1x,; et comme y, est une fonction symé- 
trique de ces quantités, sa valeur sera invariable par ces 
changements; on aura donc 


F1 =E(r)=F(6x) = aes: tits) 


Désignons par 
J'2 J'3 pue VUS Vm 


les valeurs que prend y4 quand on y remplace x, succes- 


sivement par 
CET La; CSC Lin; 


on aura 
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Soit maintenant 


Fer, CARRE : (re) 0 
ou 


(10) A At rip} Ye Pa T2 +. Le Pmair + Pr — O 


l'équation qui a pour racines y, V25..., Ym; je dis que les 
coefficients pis padr. LV de cette équation peuvent être 


exprimés rationnellement par les coefficients de l’équa- 
ton proposée (1). On a, en effet, quel que soit l’entier À, 


D == CF(m)P + [F(07, MP 4. à [F(6—12,)p}, 


== Î[F(m)D + [F(6x,)P +... + [F(6-12,)n}, 


CP 
Ye = 7 F(en)P + CF (6,)P +. ET EEE REANRE 
et, en ajoutant, 

À À À I 
JE ARE 2, += D IF) 


Le signe Ÿ du second membre s'étend à toutes les ra- 


cines de l’équation proposée; ce second membre est donc 
une fonction symétrique et rationnelle de toutes les ra- 
cines ; d’où il résulte que les sommes de puissances sem- 
blables des racines de l'équation (10) peuvent être expri- 
mées rationnellement par les coefficients de l’équation 
proposée. On pourra donc aussi exprimer de la même 
manière les coefficients P15 P2, .., ainsi que nous l’avions 
annoncé. 

La fonction rationnelle et symétrique y, des quanti- 
tés (9), fonction qui peut être choisie à volonté, dépend 
donc directement d’une équation de degré m. D'ailleurs 
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les fonctions 


) 1) 1) 
V1 AC , A‘ , su 129 A( 


7 


sont semblables ; car elles peuvent toutes être considérées 
comme des fonctions rationnelles de la seule racine x1. 
On pourra donc exprimer 


(1) (1) (1) 
A, ? À, COPIR Fes À, 


en fonction rationnelle de y.. 

Nous sommes ainsi conduits à l’une des applications les 
plus importantes de la théorie des fonctions semblables, 
que nous avons développée dans le Chapitre V de la Sec- 
tion IV ; mais, comme cette théorie est sujette à quelques 
cas d'exception, il ne sera pas inutile d’entrer, avec Abel, 
dans le détail du calcul des coefficients Aj”, A,,.... 

Désignons par Ÿ(x,) l’un quelconque de ces coeffi- 
cients ; d est une fonction rationnelle qui ne doit pas 
changer quand on remplace x, par 0x,,022x,,..., 07 1x, 
puisque d(x,) est, comme y;, une fonction symétrique 
des quantités (9); et il en sera de même de la fonction 


pit) où (Fm)P4 (ri). 


On aura donc 


I 
Dave) == À CF (2) P per) + CF(821) Pt (021) +. 
+ [F (0e) pp (0 ta )}; 
en remplaçant x, successivement par Ze, X3, -.., Um) 


on aura des expressions semblables pour y; d(x), . 
VA in): et, si l’on pose 


OR 


(r1) h= 7 ba) + 7e be) +. Hype), 


0 


on aura 


= 2 F(2)P Ye) 
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le signe > s'étendant à toutes les racines de l'équation (1). 


On voit par là que f, est une fonction symétrique et 
rationnelle des racines de l'équation (r), qui pourra, par 
conséquent, s'exprimer rationnellement en fonction des 
quantités connues. 

Cela posé, en prenant pour À les valeurs o, 1, 2, 3, …., 
(m— 1), l'équation (11) donnera les suivantes : 


Ÿ(ai) + Pie) +... fes) 2, 
Pb) Hrab(re) +. rnd(an) =, 
(2) Side) +nip(e) +... + die), 


À rs (x) Fr er bee) ie HIT DO A = lp; 


dont les seconds membres peuvent être considérés 
comme connus. 

Pour avoir la valeur de Y(x:), ajoutons les équa- 
tions (12), après les avoir respectivement multipliées par 
les indéterminées 


LV APE le à ve © 
et faisons, pour abréger, 
ÉTAT ASE dmer Rmeÿ +... HR y R;; 
on aura 


pi) (x) + p(re) Ÿ(xs) +. + p(Ym) br) 
= GR +uR, +...+ Cons Rs + lp4 : 


et, si l’on détermine les facteurs R;, R;, ... par les 
conditions 
Pir)=o, e(r)=0, ..., p(rnm}=0, 


On aura 
G4) Ya) = 


Un R, ce l R, Me nu no AE + Uni 
RER RRURT Bi PE OP me nn M El 
p(Y1) 
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Cherchons maintenant les valeurs de R,,R,, .... D'a- 
près notre hypothèse, l'équation 

(r)= 0 


doit avoir pour racines Yo, Ya, +++, Jm; MAIS Ces Ta- 
cines appartiennent aussi à l'équation (10), qui admet 
en outre la racine y, : on aura donc 


FPS Rat PRE Pr tree Pme) + Pm 
> dre M 

y I Di Sole + Po 2 n + + Dr 

te M + Pi Yi + Pm—2Y1 
(15) : 
er ms 

HePals 0 

+ ya, 


Comparant les valeurs (y) données par les équa- 
tions (13) et (19), on trouve 


7. — P: er À 
Rs DsriiPi ia Pr 


R; — P m—2 A Pm-—3 1 si NC À an Ads 
R; Roma Pn-2) 1 he: mt PEUR 


On tire aussi de l'équation (15) 
p(y:) — 79 On 2 (m co DURE TI 0 RU 36 2P m—e V1 + Pm—1 
et en faisant, pour abréger, 


To Hu lo Pm—1 rs U Pm—2 ART EU Cn—0 P1 1 Cn—1 
TM ti ms 1 * : + m2) 
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On aura cette valeur de (x), 


LAS SR ñ- ile FOR Ces T, y; ni T, 
(17) Ÿ (x) Ne 2 


és MY +(m—1 Fe ee de F2Pm2)1 + Pr 


La formule précédente n’est en défaut que si le déno- 
minateur du second membre est nul. Or, je dis qu'on 
peut toujours faire en sorte que cela ne soit pas. En 
effet, ce dénominateur est égal au produit 


hr rT rs a (V1 —Ym) 


et, pour qu'il soit nul, il faut que l’un des facteurs le 
soit, que l’on ait, par exemple, 


Ji — TV. 
Cela posé, prenons pour y, la fonction 


Ji (x — x) (&— 62) (x — 6x). 4 (a = GREEN 


& étant indéterminé ; l'équation F1 = Y# où 
(ce + L4) (œ — CR EE (x — y) (æ — 0x) 


ne peut avoir lieu, quel que soit «, à moins d’être iden- 
tique; ce qui est impossible, puisque les quantités x, 
0xx, ... sont différentes de Li, OT 22 D'ou l'euit 
qu’en choisissant Jr, Comme il vient d’être dit, l’équa- 
ton (17) donnera pour Y{x,) une valeur finie et déter- 
minée. 

Les coefficients AN TRAME CNE de l'équation (8) peuvent 
donc s’exprimer rationnellement par une même fonction 
Ja dont la valeur dépend d’une équation du degré m; et 
si l’on remplace y, successivement PAT Ya; Vas ee Ve 
9 aura 72 équations du degré 7, dont les racines seront 
respectivement : 


7—1 
Li 00 4, MR IC ET 
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d’où ilsuit que l’équation proposée peut être décomposée 
en m» équations chacune du degré 7, dont les coefficients 
sont respectivement des fonctions rationnelles d’une 
même racine d’une équation du degré 7. | 

Cette dernière équation n’est pas en général résoluble 
algébriquement, quand son degré surpasse le quatrième ; 
mais l’équation (8) et les autres semblables le sont tou- 
jours, comme nous allons le démontrer, en supposant 
connus les coefficients Af, AŸ, ..….. Dans cette hypothèse, 
notre analyse ramène la résolution de l’équation proposée 
de degré y = mn à celle de m équations de degré 7, qui 
ont cette propriété, que toutes les racines de chacune 
d'elles peuvent être représentées par 


SSP LE QE OR MP NT NET : anges À 


Resolution algébrique des équations dont toutes les 
5 q 
racines peuvent étre représentées par x, 0x, 0x, .…, 
6 1x, 0x étant une fonction rationnelle de x et des 


quantités connues, telle que dx = x. 

922% S it 
(1) fl) 0 
une équation de degré y, dont les racines sont 
0x 


TL GC TPAMRNNONEE x 


? 1 


6x désignant une fonction rationnelle de x et des quan- 
ütés connues, telle que l’on ait 


(2) GUESS 
et, par conséquent, 


(3) Qu+k x — 0x, 


S. — Alg, sup., I. 3 


= 
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Désignons par & une racine quelconque de l’équation 
LUN, 

et posons, avec Lagrange (n° 520), 

(Hu 

je dis que la fonction L{x) est exprimable rationnelle- 

ment par les quantités connues de f(x} éd e 


En effet, remplaçons x par 0x dans l'équation (4), 
on aura 


(x) = (x + ax + ex +... + ai GÉpape AL 


/ 


Ÿ PUER Re A Ar 2x + afp + 07429 ARR at—1 GERS ne LE 


et, en ayant égard aux équations (2) et (3), 
D FOIE — ere + a0+1 > +... + al gp LE QU +10 LE EE a QE 1 pi 
—- aer x + an + ,,.+ at l0m1 9 + On +... + ot 71 08 
Re Ur EL ln le pra VOret ve 
ou enfin, à cause de &"—1, 


b(0%x) = ÿ{x). 


Donnant à m les valeurs successives 0, 1, 2, .., U—1, 


on a 
He) = #(02) = Y (022) =... p{ftt2), 


et, par conséquent, 


Le) + D (02) + (82) 


5 le 


d’où il suit que (x) est une fonction rationnelle et 
symétrique de toutes les racines de l'équation (1); elle 
pourra donc être exprimée rationnellement par les coef- 
ficients de cette équation. 


Posons alors 
Ÿ (x) RW, 


SECTION V. — CHAPITRE III. 531 


on aura 


x + ax + «0x +... + a 10— ln — HA 
y étant une quantité connue. Et si l’on désigne par 


1, y, Do, +5 us 
les pr racines de l'équation 


UL ——— 
Er À 
par 
Por Pas Pas ee) Pat 


les valeurs correspondantes de y, on aura 


Ta 
RO NP RER LU. ue joue 0x — 0, 
2 Or 202 u—1 pui p — Yo. 
TH Ur + QUE +... RL at LIEN Ps 


(5) x + «3 02 + cs CCE PNR ve Fe Qu—1x — Vo,, 


2 2 A; AA nr ie 
| © + Gus 0x + LR EN FRE ME, RTE 103 RM Ge MES 
Sy NES . te r az 
La quantité Vv, est immédiatement donnée par l’équa- 
tion (1); car, si l’on désigne par À le coefficient de x“! 
dans cette équation, on a 


V# eh: 


En aioutant les équations (5), et ayant égard aux pro- 
J ’ P 
priétés connues des racines &, il vient 


6\ Ce —A+ VU +. + Vos, 
(6) te m ; 





et l’on aura généralement la valeur d’une racine quel- 
Je 
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conque 0x, en ajoutant les équations (5) respective- 
ment multipliées par 





—711 —In —In —m . 
PRART Ts Re MAN EEE CRE 
on trouve ainsi 
DR A PET TU SR RENTE 
Nr ANA EE Vo, + AV Va +... Fe we Vs 
( _ ] Qi y — __ be 
d An 2 V3 


cette formule donnera les valeurs de 9x, 02x, …, Got 
en attribuant à 7n les valeurs 1, 2, 3, .... (u— 1). 


933. Dans l'équation (6) et dans toutes celles qu’on 
déduit de la formule (7), on doit considérer chaque 





L 


radical Vs, , Vo», ..., V9, , comme ayant toujours la 
même valeur. Si on laisse à ces radicaux toute leur gé- 
néralité, l'équation (3) ne diffère aucunement de l’équa- 
tion (6), et cette dernièrerenferme l'expression de toutes 
les racines. Il y a en outre ici une difficulté, car l’équa- 
uon (6) donne pour x une expression qui à p#—! valeurs, 
tandis que l’équation (1) n'a que L racines. Mais nous 
avons déjà eu l’occasion d'indiquer comment on peut 
faire disparaître cette ambiguïté, et il est facile d'établir 


De te TT 


ln "0 VE DU 


, | 
que, quand on a fixé la valeur de l’un des radicaux, les 
Ve À 
autres sont par cela même déterminés. 4 
En effet, désignons par & une racine primitive de 
l'équation 
TES F; À 
el posons ? 
MER D, S'OUIEIRE ia AS UN CRE D Lyome VE 1 
on aura 
Ce 20 2 12 1 1 
VA x + aôx + nt 0m + Le pui pu— Le 
Von = x + a 0 x entr + attire ppt: « ? 


a 
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Si l hang Qm NES h à un Ve, 
on change x en 0x, Vv, se changera en « (TE 
ainsi qu’on le reconnaît par le calcul effectué plus haut. 


. WT À 
Pareillement Ÿw, sera, par le même changement de x en 
9m x, multiplié par æ""—”); d’où 1l suit que le produit 


(C7 pe WU 72 
Vn (f v) 


sera multiplié par “= 1, c’est-à-dire qu'il n’éprou- 
vera aucun changement. Si donc on pose 


Ve (Ve = (x), 


on aura 
pla) = p(82) = p(P a == p(0 2), 


et, par conséquent, 


p(x — Fi [o(x) + o(@x) PNR p(0# x]. 
p(x) est donc une fonction rationnelle et symétrique 
des racines de l’équation (1), et l'on pourra l’exprimer 
rationnellement par les quantités connues; en dési- 
onant par @; Sa valeur, on aura 


(2 te mn LU 
Vn (Ve, = dy, 


ou 


ES SMR ln (Vo) 
Pn — = \V#1) 
’1 


. . . : (Rice 
On pourra exprimer ainsi chacun des radicaux Vs», 


NS 4 P CNE: k 
V3; . en fonction rationnelle de \/v,, et l'équation 


(6) prendra la forme 





D — | A Va + (Ve) (Va) +... + Gay]. 


2 3 
fi "1 ’i 
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Cette expression de x a précisément L valeurs, et elle 
représente bien les 4 racines de l'équation proposée. 
De ce qui précède on peut conclure cette proposition : 


Taéorime I. — Si les p racines d’une équation quel- 
conque peuvent étre représentées par 


TL, 02; 0 OR E 


êx étant une fonction rationnelle telle que (ERLUEE 
qualion est toujours soluble par radicaux. 


Et en rapprochant cet énoncé du théorème démontré 
au n° 531, on a cet autre théorème : 


Taéorime IL. — Si deux racines d'une équation irré- 
ductible de degré premier sont telles, que l’une puisse 
s'exprimer rationnellement en fonction de l’autre, l’é- 
quation est soluble par radicaux. 


Cas où les quantités connues sont réelles. 


934. Si tous les coefficients de J et de 8 sont réels, 
on a un théorème remarquable, que Gauss à établi le 
premier à l'égard des équations dont dépend la division 
du cercle en parties égales. 

Nous avons posé précédemment 


Es (æ + a0xr + ax Fe UT DES 


et nous avons établi que ?, est une fonction symétrique 
des racines de l'équation Ho par conséquent v, 
est exprimable rationnellement par les coefficients de f 
et de 0; et si ces quantités sont toutes réelles, +, ne 
contiendra d’autres imaginaires que celle de la racine &. 
En outre, s,_, se déduit de y, en remplaçant & par l’ex- 
pression conjuguée a“; d’où il résulte que ?, et p 


—1 
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sont des quantités connues imaginaires el conjuguées. 
On pourra donc poser 


( ) | Vie »(cosw a GT sino), 
I { 


| Que o (cos w — ÿ—i sinw). 
Nous avons aussi, en général, 


(Vos JT Ven = an 


et, pour Z—u—TI; 





(2) Vo, VÉL ea s 


a,_, est exprimable rationnellement par les coefficients. 


He 
de f'et de 4: elle ne peut donc renfermer d’autres ima- 
ginaires que celle qui se trouve dans &. Mais il est évi- 
dent que a, , ne change pas si l’on remplace & par 
qui est sa conjuguée; donc a,_, est réelle. 


Des équations (x) et (2) on déduit 


2 (TA 
! 


p°— di 1 


et, en désignant par a la valeur numérique de &,_1; 
A n 
Ve — Va. 


Ft première des équations (x) donne alors cette valeur 


de Ve:, 


! 9, À ETES Le + 9 
Ve — Va (cos? —+- ur PE Len a 
le 


EU 


où k désigne un nombre entier, et l'expression des ra- 
cines x, donnée par l'équation (8) du n° 533, prend 
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cette forme très-remarquable Je 





Vs D 9fr —— « O—Hokr 
A TA Wal Coss Er 8 “US Sin 


l. È 








g | ; 


sa cs (Oo + or —— , 9(04+92#%x 
HF + 5) [eos 24220 | ÿ—1sin — | 





d le 


——\ y @) 9 # — 108 ee 
LA + 8 V1) Va] cos Ÿ st a mn. Lea Ar 











p——— + 9/r PAC €. io 
nn We "Tr gay 1) | cos &(o + 2 kr) Men fee] 


2 p 


DE PQ PO ee Le ee a 7e ATEN LE pe 4818 1) DEMEURER 


où a, f, g, fi, 51 -.. sont des fonctions rationnelles 
27 . 2r 
de cos — et de sin 27. 
2 È 
La formule précédente fera connaître les L. racines de 
fAX)F= 0, s1 l'on donne an nombrelentel k les p va- 


LEPA OR 2 OS -, U — 1. De 1à résulte le théorème 
suivant : 


THéorRÈME. — Pour. résoudre l'équation proposée 
HRRNESNG El suffit : 

1° De diviser La circonférence entière du cercle en Le 
parties égales; 2° de diviser ensuile ur angle w qu'on 
peut construire en p parties égales ; 3° d’extraire la 
J'acine carrée d'une seule quantile a. 


REMARQUE. — Les coefficients de f'et de 9 étant tous 
réels, si une racine de J(x)= 0 est réelle, toutes les 


autres le sont aussi, puisque, si x désigne cette racine 
réelle, les autres racines sont 


2 ui 
CEE ST NS PE 


par conséquent, les racines de l'équation proposée sont 
toutes réelles, ou toutes imaginaires. 


| 
| 
| 
| 


4 
| 
; 
4 





Qt 
Co 
S-1 
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Première méthode particulière relative aux équalions 
abéliennes dont le degré est un nombre composé. 


535. La méthode qui vient d’être exposée pour la ré- 
solution algébrique de l’équation abélienne de degré p, 


(x) f(x) A0; 
est applicable à tous les cas, que f. soit premier Ou non; 
mais, quand p est un nombre composé, on peut simpli- 
fier la solution en opérant comme nous allons l'indiquer. 

Soit  — mn. Les racines de l'équation (1) étant tou- 
jours 

as a 0 aise, GHhas 
nous pourrons les partager en 77 groupes de la manière 
suivante : 
REP EE ANRT CE 7 


dr, on+i re, gnm+im, #1 p(n—L)m+A pe, 


gn—1 ». rte, dE nt 2 TER grm—AÂ y: 
ou, en posant 
a M > 220: = nr — 
mx, xxx, 0x —XTs, f) Mi 


et 
Or — h, T! 


de la manière suivante : 


f 2 n—1 
CAE Ü, Ly9 CHE TE a sure g} Ti 
2 pe 
j MN OR ES NE es RS FPE 
(2) | 
er er mts7.0:6,  / . . 02 . +. 
2 n— 
| Ts on Lyns ET) ? 0 LTm 


En appliquant donc à l'équation (1) la méthode exposée 
au n° 531, on pourra la décomposer en m1 équations, 
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chacune du degré n, qui auront respectivement pour 
racines les racines des divers groupes (2), et dont les 
coefficients seront des fonctions rationnelles d’une 
même racine d’une équation 


(3) Hans 
de degré m. Soient 
Ji ET ARE Ym 


les m racines de l’équation (3), et 
(4) px, J1) 10 p(x, Na) = OH Dern olx, Fra 20 


les m équations qui ont respectivement pour racines les 
quantités du premier groupe (2), du deuxième, etc., du 
dernier. Je dis que, pour résoudre l’équation (1), 1l suffit 
de connaître une racine > de l'équation (3), et ensuite 
une racine x de l'équation 


(5) p(x, Van 


À 4 


correspondante ; car on aura, de cette manière, une pre- 
mière racine x de l'équation (1), et les autres seront 


CE HO LE ARR LE. 


L'équation proposée (1) étant résoluble algébrique- 
ment, l'équation (3) l’est aussi : car y désigne une fonc- 
on rationnelle de x. Mais Je dis en outre que l’équa- 
tion (3) jouit de la même propriété que l'équation CES 
el que, par conséquent, on pourra lui appliquer la 
même méthode de résolution. 

En effet, les racines de l'équation (1), renfermées dans 
le premier des groupes (2), sont 


(6) x, On, gp, ER : QOr-im 


el y désigne une fonction rationnelle et symétrique de 
ces racines, c’est-à-dire une fonction rationnelle de x. 


SECTION V. — CHAPITRE III. 539 
Posons 
PE ŸLr, one, on >, ti à D) Pr = F(x), 
les m racines Y4, Vas +++ Ÿm de l'équation (3) seront 
F(x), F (0x), Fil LR Um NS 
et l’on aura 
F(0x) — F(0x, 0x, 0x, ..., 9000). 
Par conséquent, F(0x) et F(æx) sont des fonctions 
q : 
rationnelles et symétriques des quantités (6), et l’on 
pourra exprimer rationnellement l’une par l’autre en 
appliquant la méthode des fonctions semblables rap- 


pelée au n° 531. 
Soit donc 
F (0x) — 1F (x) XV 
À y étant une fonction rationnelle de y, on aura 
F(&@x)—XF(9 x) — 7, 
F(#x) — À F(62x) — y, 


F (éRRe) ARE À F (97 x) RER NES 
et l’on voit que les mn racines de l'équation (3) pourront 
être représentées par 
1€ AT Sr CRT ; Van es 
À désignant une fonction rationnelle telle que 
y = y. 

Quand l'équation (3) sera résolue, y sera connue, et 
l’on pourra appliquer à l'équation (5) la méthode pré- 
cédemment exposée, puisque ses 72 racines peuvent être 
représentées par 


SUR PURE T FOR 


On peut donc énoncer cette proposition - 


Si u— mn, la résolution de l'équation (1) est ra- 
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menée à celle de deux équations des degrés m et n 
respectivement, et qui ont la méme propriété que la 
proposee. 

S1 2 est lui-même un nombre COMPOSÉ mn; 21, On ra- 
méênera, de la même manière, la résolution de l’'équa- 
tion (5) à celle d’une équation en z 


(7) Ya (sr) = 0 
de degré m,, et à celle d’une équation en x de degré », 
(6) 1 (æ, y, EEE 


Dans l'équation (7), y fait partie des quantités con- 
nues, et dans l'équation (8) il en est de même de y et 
de z, et, généralement, on a ce théorème : 


THéoRÈME. — S; BH M Me... m,, la résolution de 


7 ‘équation (1) Peut étre ramenée à celle de n équations 
des degrés 
Ms MENU, res 


J'eSpectivement, et il suffit méme de Connaitre une ra- 
cine de chacune de ces équations, lesquelles ont toutes 
la méme propriété que l'équation proposée. 

GOROLIA TRE TM IAE décomposant u en facteurs 


Premiers, on a 


HE SF UEPa NS Ton 
i 1 2 w ? 


la résolution de l'équation proposée de decre L. se r'a- 
Inénera à celle de P1 équations du degré e,, de P2 équa- 
lions du Here Ne Ps Equations du degré e,. 

Corozraire II. — Toute équation de degré 2P, dont 
Les racines Peuvent étre représentées par 


2, 0,103 OS rs GP 12 


peut étre résolue à l’aide de P eXtractions de racines 
carrées. 
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536. ExemPze. — Supposons y — 30, les racines de 
l'équation 
(1) fl) = 0 
seront 
air Or, TE 


Comme 30 — 2 ><19, on prendra pour y une fonction 
rationnelle et symétrique des quinze racines 


NOR LOT T EE, 


JE. 
2 a T ; 


y dépendra d’une équation du deuxième degré 

(2) Y+Ary+B—o, 

dont les coefficients seront exprimables rationnellement 
par ceux de la proposée; on pourrait former ensuite 
l'équation du quinzième degré ayant pour racines 4, 
B2x, ..., 028x, mais il est inutile de faire ce calcul : 
représentons, comme précédemment, par 


{ \ ES 
Pire, 0 


cette équation, où y est une quantilé connue. Comme 
15—3%<5, on prendra pour z une fonction rationnelle 
et symétrique des cinq racines 


HONOR. OF p24 0e 
Z dépendra d’une équation du troisième degré 
(3) z3+ C+ Dz+E—o, 
dont les coefficients seront des fonctions rationnelles 
de y et des autres quantités connues; enfin on formera 
équation 
(4) 2 + Fat + Ga + Ha + Ke + L=o, 


qui a pour racines 


CRETE NAN M RE RE À 


542 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


et dont les coefficients seront des fonctions rationnelles 
de y et de z. Ainsi, pour résoudre l'équation (1 (1), il suffira 
de déterminer une racine de l'équation (2), puis une 
racine de l’ équation (3), puis enfin une racine de l’équa- 


tion (4). 


Deuxième méthode. 


937. Revenons au cas général, et supposons 


{- ess m; Mo se PILES 


Désignons par 3, m0, ñ, les quotients respectifs de L. 
Par M4, Mo, ..., M,, On aura 


l- — M7; == Man — M3 73 le Re Mot: 


Cela posé, on peut, d’ après ce qui précède, ramener la 
résolution de |’ équation 


PAPE me à 


à celle de deux équations, des © manières suivantes : 


fix, V1] — 0 ayant pour racines x, GMA COR ECREERR 

k| Or, et dont les coefficients sont des fonctions 
() é rationnelles d’une racine y, d’une équation Ÿ,(71) = 0 
de degré m, ; 

a(Z, Ja) = 0 ayant pour racines x, 0":x, O2M:œ, 
4 00: ex, et dont les coefficients sont des fonctions 
6 rationnelles d’une racine Y2 d’une équation Yo ( Fal=0 

de degré m, ; 


CAE Ja) = 0 ayant pour racines x, 0"vx, (2%, ,... 
(a) Our, et dont les coefficients sont des fonc- 
6) - L2 . LA L2 

tions rationnelles d’une racine y, d’une équation 


Yu(Jv) = 0 de degré m,. 
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Supposons maintenant Que 773, M, ...; Mo soient premiers 
entre eux, les équations 

pile, Y1) AG pa(æ, Ÿo | ENG 9 Po(T, Ya EN 0 
n’auront que la seule racine x commune; donc on pourra 
exprimer x rationnellement par les coefficients de ces 
équations, et, par conséquent, en fonction rationnelle 
débasanats 247: (Ges dernières quantités étant con- 
nues, on aura ainsi l’une des racines de l’équation (1), 
et l’on en conclura ensuite toutes les autres 

La résolution de l’équation (1) est donc ramenée à la 
recherche d’une racine de chacune des équations 


(ri) æ: F Ya(9'a ne 0, FAT Yo bre = O0, 


qui sont respectivement des degrés m1, m2, ..., m,. En 

outre, ces équations ont la même propriété que la pro- 

posée, ainsi que nous l'avons établi précédemment; on 

pourra donc leur appliquer la même méthode. Si l’on 

veut que ces équations soient le moins élevées possible, 

et si, en décomposant y en facteurs premiers, on a 
Re au 2Pe 


He Si £9 . PRES , 


il faudra prendre 


PO 7 PT 
ps Mes ces Lex a Etre 


Quant à la résolution de chacune des équations 


A 


de degré e?, elle se ramène à celle de P équations de 
degré €, ainsi que nous l’avons démontré. 
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Des équations irréductibles dont deux racines x et x! 


2, . . , . ! CA 4 3 —- b « 
sont liées par la relation linéaire x! — ————) où 
a x + b 


a, b, d’, L' sont des constantes données. 
998. Soil 
(1) FAP AESSe 


une équation irréductible, et supposons qu'entre deux 
racines x et x’ on ait la relation 


; ax + b ’ 
(2 D Lt 
AT 0. k 





où a, b, a’, b' sont des constantes donnces. Les quan- 
tités comprises dans la série indéfinie 


ADO NEC 


? 


doivent être racines de l'équation (1), et nous savons que 
l’une des fonctions 0x, 8x, ... est égale à x. Suppo- 
sons 


(95 Or a, 


Cette équation aura lieu identiquement, si l’on suppose 
que a, D, a’, b' soient commensurables, ou, du moins, 
que ce soient des fonctions rationnelles des quantités 
regardées comme connues, et dont dépendent rationnel- 
lement les coefficients de l'équation proposée. Par con- 
séquent, on aura ces formules obtenues au n° 463 


F s 
AT 
b'enes C — 2 COS z) , 


L 
(4) * 
à y « 9 AT 
A — 20ACOS — —-I 
EL 
CRE UE 7 PSM ANR AS 
& 


où À désigne un nombre entier premier avec 7 
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Dans le cas de u — 2, la condition (3) exige seule- 
ment que l’on ait 
db 0 ; 


on peut d’ailleurs supposer dans ce cas 


ab'— ba = Ex, 


eL alors on a 


\ 
(5) a +1 





f ‘ 27 e LA CN) . 4 : > À 
Le degré de l'équation (1) étant désigné par nu et les 
n [4 racines étant représentées par 


S QE: x, RE pr A 

da 6x, mr NOR 

To; 6x», GET ‘ De To, 
PE PES OR DT PE EE D D PRE ; 
Cnys GT, 0? Unis sus Tai) 


si l’on pose 
(6) Mehmet... bi» Sr 
y dépendra d’une équation 


(a) F(r)= 0 


de degré 7, et dont les coefficients seront des fonctions 
rationnelles des quantités connues de l'équation (1) et de 
la fonction 9. L’équation (7) peut n’être pas résoluble 
algébriquement, mais les quantités 


MONO RON T 1, . + 0e 


dépendent d’une équation de degré x dont les coefficients 

sont des fonctions rationnelles de y, et qui est, comme 

nous savons, résoluble. Dans le cas qui nous occupe, cette 
S. — Alg. sup., U. 35 
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dernière équation n’est autre que l'équation (6), et l’on 
voit, en conséquence, que l'équation proposée (x) doit 
résulter de l’élimination de y entre les deux équations (6) 
et (7); la seconde équation peut être considérée comme 
ayant pour premier membre un polynôme irréductible 
quelconque de degré 7. 

En d’autres termes, les équations que nous étudions 
peuvent être obtenues en multipliant un certain nombre » 
d'équations de la forme 


r+ rx + Pr +... + M lr y —o, 

Lo OE AV HS Hé 0e | 
ah 00 LED PET ts Fa EN 

eee STE SE PR TERME A CEE EPS > 

DR UE ES TL RES | pr 2 RS PA = 


OÙ Y, Vis Vos ++, Jn_1 désignent les 7 racines d’une 
équation irréductible dont les coefficients sont des quan- 
lités entièrement arbitraires. 

Ilest évident qu’à l’équation (6) on peut substituer la 


suivante : 
LC OS OT D ie Nes le 


Des équations irreductibles à coefficients numériques 
dont plusieurs racines se développent en des fractions 
continues terminees par les mêmes quotients. 


539. Nous avons fait connaître au n° 26 la forme des 
équations du deuxième degré dont les racines se déve- 
loppent en des fractions continues terminées par les 
mêmes quotients, et nous avons résolu ensuite (n° 512) la 
même question à l'égard des équations du troisième 
degré. Les considérations que nous avons développées 
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précédemment nous permettent de résoudre le problème 
plus général dont voici l'énoncé : 


Quelles sont les équations irréductibles jouissant de 
la propriété que si l’on développe leurs racines réelles 
en fractions continues, par la méthode de Lagrange, 
deux ou plusieurs de ces fractions continues soient ter- 
minées par les mémes quotients ? 


Pour que deux racines x’ et x d’une équation se déve- 
loppent en des fractions continues terminées par les 
mêmes quotients, il faut et il suffit (n° 16) que l’on ait 


a, b, à, b'étant des entiers positifs ou négatifs liés par 
la relation 
HO DA ES TEE: 


en outre, pour que æ et 0x puissent représenter deux ra- 
cines d’une équation irréductible, il faut qu'on puisse 
assigner un nombre entier y, tel qu’on ait identiquement 


0% x +, 


si est - 2, cela exige, comme nous l'avons vu, qu'on 


res ÀT 
DER 02. COS |» 
æ 


TT 
a — 24C0S — +1 
ee 


b= — —— ; , 


a 


ait 





? étant un nombre entier premier avec y, et, dans le cas 
dette"; "on a 
b'=-— a, 


arr 


Re 


a 
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Or, puisque a, b, à, b! sont des nombres entiers. 


AE: S RE : à ; 
> cos — doit être un nombre entier, ce qui ne peut arriver 
{2 


que si p est égal à 3, le cas de up — 2 étant réservé. On 
voit par là que la propriété que nous étudions ne peut se 
rencontrer que chez les équations irréductibles dont le 
degré a la forme 27 ou la forme 37. Nous examinerons 
successivement ces deux classes d'équations. 

Si l’on suppose ==», on a 





PE + a 
AT — —— 
a 
(EP mes É —— 
ad Tr — 
el 
Or — zx: 


9 


a désigne un nombre entier quelconque, et a! un diviseur 
de ar. Si l’on prend pour F(7)un polynôme irré- 
ductible quelconque de degré », et qu'on élimine y entre 
les deux équations 


LE A et Fr) 0 
ou 





J ay d'A F(> 
LE — YT LNE HO NO 
: a' a”? fs J) 7 


on aura la forme générale des équations de degré 27 jouis- 
sant de cette propriété, que les 27 racines se partageront 
en z groupes tels que, dans chaque groupe de deux ra- 
cines réelles, les fractions continues qui représentent ces 
racines seront terminées par les mêmes quotients. 

Cette proposition peut être énoncée d’une autre ma- 
nière : 

Soient a un nombre entier quelconque, a! un diviseur 
quelconque de a? +1, Ÿ une quantité réelle quelconque 
commensurable ou incommensurable; Les deux racines 
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de l'équation 


se developperont en des fractions continues Lerminees 


par les mémes quotients, ce qui s'accorde avec le résultat 
obtenu au n° 26. 


Supposons maintenantu=—3 ; on aura, en faisant À== 2 
(le cas de À = 1 est identique à celui de À = 2, on passe 
de l’un à l’autre en changeant les signes de a et de a), 


d+a+i 
GT =, — 
a 
0x = —————, ——— 
(2H D NT —+- 1) 
| a+ a +1 
‘a + 1)x HÉROS 
A a 
QG 22 — 
aE Tr 
Pr = x: 


9 


a est un nombre entier quelconque, et a’ un diviseur de 
a+ a+ 1. Quelle que soit l’irrationnelle x, les frac- 
ons continues dans lesquelles se développent 


ÉO TNT 


? 


se termineront par les mêmes quotients. Si donc F(7y) 
désigne un polynôme irréductible quelconque de degré », 
et qu’on élimine y entre les équations 


x Or + Pr = Y, F(r) Au 
ou 


TL 





! te 12 Fa 
«a (4 1 


| | TRE 3(@+a+:) 
3 — ya? + [ Li En he + | 


a'? a”? 


res Re EEE TN | 
RES Pen Se AE EPA 1 4 0 F — 0, 


Frk=0, 


\« 
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on obtiendra l'expression générale des équations de de- 
gré 37 qui jouissent de la propriété, que les 37 racines 
se parlageront en z2 groupes tels que, dans chaque groupe 
de trois racines réelles, les fractions continues dans les- 
quelles se développent ces racines seront terminées par 
les mêmes quotients. 

On voit, en particulier, que les équations du troisième 
degré qui ont cette propriété sont comprises dans la 
forme générale suivante : 


\ 


| nu [Re +i)y 3 (4° + a +2) 
nr AP on TI RICO MCE TE LEA — + | 


a a”? 





L9 


ae ENS, doser) (a +a +) 
— | —— ES er anE A nr 
aë 4e 


où a désigne un entier quelconque, a! un diviseur quel- 
conque de a? + a+r, et > une quantité quelconque, 
commensurable ou incommensurable, Ce résultat s’ac- 
corde avec celui que nous avons obtenu au n° 819. 


540. Les équations du troisième degré qui proviennent 
de la division du cercle en sept ou en neuf parties égales, 
celle du quatrième degré qui provient de la division en 
quinze parties égales, jouissent de la propriété remar- 
quable qu'on vient d'étudier. 

La division du cercle en sept parties égales conduit à 
l'équation 

LL — 27 —1—0, 


et si l’on représente par x la racine positive, par — x, 
et — x° les deux racines négatives, on a 


I 
Ti 0 Lo IH -; 
1I+ x D 4 


la racine x est comprise entre 1 el 2; on aura, par con- 
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.séquent, des résultats de cette forme : 


I I 
es) Île 1 —— Vi sert 
I I 
ce + - D + —————— 
6 + | I 
, CAS 
, 
I 
MA D TT 
I 
+ ——— 
I 
me 
6 +. 


La division du cercle en neuf parties égales conduit à 
l'équation 
Nr NES 07 


Si l’on désigne par —x la racine négative, laquelle es! 
comprise entre — 1 el —2, par x: et x, les deux racines 
positives, on a 
I I 

fe 1/9 Ls = I + —»9 

| D mat” À « L 
ce qui conduit aux mêmes résultats que le cas précédent. 

Enfin, l'équation du quatrième degré dont dépend la 


division du cercle en quinze parties égales est 
A, a 4 ETad 4x SR ae à D 


Si met æ, désignent les deux racines positives, — x" €! 
— x" les deux négatives, on à 





æ +2 I 
e = ——— =! Enr 
X + I I + Tr 
er, +2 I 
Mis No Er 
5 Lite mel IX, 


Des deux quantités x et x’, l'une est comprise entré 0 
et 1, autre entre 1 et 2; On aura donc des résultats de 
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cette forme 


' I } 
D EIRE —— —— 
1 I 
Gt I —- —— 
6 +. I 
AE ER 
> Ê+ 
(1 
, I I 
Aie 6 QE ARE LS Lf == TA. SELON 
/ I I 
LR 7 — 2 + —— 
SRE, ’ I 
, G'ARER 


L'équation que nous considérons résulte de l'élimination 
de y entre 


Des équations dont toutes Les racines sont exprimables 
r'alionnellement par l’une d’entre elles. 


941. Nous avons étudié précédemment un cas étendu 
des équations dont les racines sont toutes exprimables 
rationnellement par l’une d’entre elles; savoir le cas où, 
l'équation proposée étant du degré u, les racines peuvent 
être représentées par 


1 Tr: 


? 


HE Or NO: 


CR" 


alors ces racines sont exprimables par des radicaux. 
Il existe un autre cas de résolubilité: Abel a effective- 
ment démontré le théorème suivant : 


TaéorÈmMe. — Soir Vie one équation algébrique 
quelconque, dont toutes Les racines Peuvent étre expri-- 
mées r'ationnellement par l’une d’entre elles que nous 
désignerons par x. Soient 0x et 0, x deux autres racines 
quelconques ; l'équation proposée sera résoluble algé- 
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briquement si l’on a 
00, x — 0,0x. 
En effet, si l'équation proposée 
(1) x(z)= 0 
n’est pas irréductble, soit 
(2) flæ)=0 


l'équation irréductible de degré uw dont dépend la r'a- 
cine x, le polynôme f(x) sera un diviseur rationnel 
de y(x). 

Soit 0x une racine de l'équation (2), autre que x; les 
racines de cette équation pourront être représentées par 


7, VE NL De dE NÉE EE 
LT: CE PC LR 
, , 1 —1 
Lis Pme ceecee ÿ ln 
on aura 
L — MI , 


et, si l’on représente par 
(3) tp AUDI AU) a + AUD + AU Oo 
l'équation qui a pour racines 

Ar rare DURE, 
les coefficients Al, A(2, ..., A) sont, comme on l’a 
vu, exprimables rationnellement en fonction d’une quan- 
tité y qui dépend d’une équation de degré mi, 
(4) J" + PHyn na pe) y ARTE péebne pr} O, 
dont les coefficients sont des fonctions rationnelles des 


quantités connues. 
Cette équation (4) est irréductuble, car si le contraire 
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avait lieu, y serait racine d’une équation irréductible 
(5) P0) =, 


d’un degré 1n! inférieur à m, et l'élimination de y entre 
les équations (3) et (5) conduirait à une équation 


Who, 


de degré mn Zu: ce qui est impossible, car l’équa- 
uon (2) du degré u est, par hypothèse, irréductible. 

Cela posé, la résolution de l'équation (2) est ramenée 
à celle des équations (3) et (4) ; nous savons que l’équa- 
ton (3)est résoluble, etnous allons démontrer que l’équa- 
on (4) possède la même propriété que l'équation ei? 

La quantité y est une fonction rationnelle et symc- 
trique quelconque des racines X, 07, ..., 02-12, et si 
l’on désigne par 


Jr Ji BE CHENE Jon 


les m racines de l’équation (4), on pourra poser 





Y 9 (2, O2 0e SONORE ; 

7 = F(zx;, F2 EE CAE GE h 

Ym—1 — J | Lt» 0x, HAE ET , ES T1 J3 
F désignant une fonction symétrique et rationnelle. D'ail- 
HIER Las Æm_1 SOnt, par hypothèse, des fonc- 


tions rationnelles de la racine x: si donc on fait 
CARE 0, +, CD = 0% os M RTE 
On aura, pour,les ;valeurs:1, 2:71 de l'indice à, 
GR F(0;x, 60;p OO Re «OT 6;æ). 
Enfin, d'après l'énoncé du théorème, les fonctions 9 et 9, 
sont telles, que l’on a 


00;,x — 0,6 x: 


7 


Cr” 
QT 
CG 
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il en résulte 

Qi Dr pi—1 004" —= gi—2 0,0? x ER QUES 0;01x, 
et, en conséquence, on peut écrire, 


Mie Or, 0,0 x, 0.08%; GET fra Èr Es 


\ 
ce qui montre que y; estune fonction rationnelle et symé- 


trique des racines 


MONTANT Le. 


On peut conclure de là (n° 531) que ys, Yes +++) Vi 
sont exprimables en fonction rationnelle de 7. 
Soient maintenant Ày et À, deux racines quelconques 

de l'équation (4) autres que y, on pourra poser 

| RER (x É 
(6) à À msR (bre ! 

Û hY EE: F(6;x . 
etil en résultera 

x F(x)—=F{b;x), 

EI) = (8;x). 
Or, x étant racine d’une équation irréductible, les équa- 
tions précédentes subsisteront si l’on remplace x par g;x 
dans la première, et par ÿ;x dans la seconde; on aura 


donc 
x F(6,x) = F(00,x), 


A E(Gx)—F(0,6x). 
d’où 
1F ( 0;x) 5: 2) F ( 0 ;x |] , 
puisque 0:0jx — RCA AMECS équations (6) permettent de 
donner à la formule précédente la forme 


Nu = IP) 


d’où il suit que l'équation (4) a bien la même propriété 
que l'équation (x). 
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On pourra donc, en continuant d'appliquer le même 
procédé, ramener la résolution de l'équation proposée à 
celle de plusieurs équations qui seront toutes résolubles 
algébriquement, et dont les degrés auront pour produit 
le degré u de l'équation (a 


CororLAIRE. — $ÿ l'équation f(x — 0 & la propriété 
contenue dans l'énoncé du théorème précédent, et que, 
son degré p étant décomposé en facteurs premiers, on 
ait 


la résolution de AC 0 peut étre r'amenée à celle 
de p, équations du degré e,, de P2 équations du degré 
Eole D, équations du degré &,, et toutes ces équa- 
tions, dont les Coefficientssont r'alionnels, sont résolubles 
algébriquement. 


Resolution algébrique des équations binômes. 


549. L'équation binôme 
(1 | 2— A —9 


se réduit à 


(21 À een M 6 à 


si l’on pose z — x'VA , etuous avons vu dans le Chapitre V 
de la Section I que la recherche des racines de l’équa- 
Lion (2), dans le cas où m est un nombre composé, se ra- 
mène à la résolution d'équations binômes de degrés pre- 
miers. 

Supposons donc que l’exposant 7 soit un nombre pre- 
nier ; l'équation (2) admet la racine r, et, en supprimant 
celte racine, on obtient l'équation 


| \ ES | 1111 —9 HS 2 2 : = 
D) MN qi Sn MT ANNE 2 EE AT 


À 
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qui est irréductible, ainsi que nous l'avons établi au 
n° 410. 

L'équation (3) appartient à la classe des équations que 
nous avons nommées abéliennes, et ses racines peuvent, 
en conséquence, s'exprimer par des fonctions algébriques 
dans lesquelles les radicaux ont pour indices les facteurs 
premiers de z»—1. Effectivement, si r est une racine 
de l'équation (3), cette équation aura pour racines 


PET D Ru LN PP TUTÉS 


on a d’ailleurs 


D d ESS 
TPSAT: 


et, si l'on désigne par & une racine primitive pour le 
nombre premier m, les puissances 


0 1 


/ 7 a? 1? 
a PC 4 nee. 6 


seront respectivement congrues, suivant le module mn, et 
abstraction faite de l’ordre, aux nombres 


RUE ES TOR Ne SE 


donc les racines de l'équation (3) peuvent être repré- 
sentées par 


- 2 S m—2 
(4) te FA PE rt £ 7% 


’ Ce OU) , 


en sorte que chacune d'elles s'obtient en élevant la précé- 
dente à la puissance a; et la même chose a lieu encore, à 


cause de 
a"—l=1 (mod. m), 


si l'on range en cercle ces mn racines et que l’on considère 
successivement chacune d’elles comme étant la première. 

D’après cela, si x désigne l’une quelconque des ra- 
cines (4), et que l’on fasse 


xi— 0x, 
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les m —-1 racines dont il s'agit seront représentées par 


) 


20 TL... OR 


el l’on aura 
QUAD — y 


Cest sur cette propriété que Gauss a fondé sa méthode 
pour la résolution de l'équation (3), méthode qu'Abel à 
généralisée ensuite comme nous l'avons expliqué. 

On peut appliquer à l'équation (2) la méthode du 
n° 32, et l’on a ainsi l'expression des racines, savoir : 


, —1, 111) F—1/ 
De a MU Un V. Po Se VERS 


VTT ETE 





PILE 


dans laquelle p,, v,, .. *, Vm_2 Ne Contiennent d’autres 
irrationnelles que les racines de l'équation 


HAE, rè 


Mais, comme m#— 1 est un nombre composé, onobtiendra 
une solution plus simple en faisant usage des méthodes 
exposées aux n°% 535 et 537. 

Enfin, comme l'équation (3) appartient à la classe des 
équations réciproques, on peut commencer par lui ap- 
pliquer la méthode d’abaissement qui se rapporte à ces 


, * : ' L er? | 
équations ; on obtient alors une équation du degré ARE 7 
LP 
dont toutes les racines sont réelles et qui conserve le 
caractère d’équation abélienne : c’est ce que nous allons 


développer présentement. 


fiésolution algébrique des équations dont dépend la 
division de la circonférence du cercle en un nombre 
premier de parties égales. 


543. Le problème de la division du cercle en un 
nombre 72 quelconque de parties égales se ramène à la 
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LEA 
GT 
te 


résolution de l'équation binôme 
n} gt 1 0; 


car, si l’on fait 


on obtiendra les m racines de l'équation précédente, en 
donnant à k les 2 valeurs 


NS RD PRE NEO on à 
dans la formule 
z — COS 4 & + V— i sin «; 
on connaîtra donc coska et sinka lorsque l'équation 
binôme (r) sera résolue algébriquement. 
Si me est un nombre impair 2 +1, il vient, en di- 
visant l'équation (1) par z—1, et en posant ensuite 





LL 
3 + e — EE, 
get mi — ui — Ha mA (ue te Does 
fs \ { k ‘» / / 
Ps), (3) D ns : 6 
[1.2 1.2 


C’est de cette équation (2) que dépend directement la 
division du cercle en 24 +1 parties égales. Ses y racines 
sont représentées par la formule 


24 T 
COST EEE 0, CON AC: 
DU ET 


dans laquelle on doit donner à k les x valeurs 
NO AE Pal eV: à 


ou des valeurs qui ne diffèrent de celles-là que par des 
muluples de 24 -+- 1. 


560 COURS D'ALGÈERÉ SUPÉRIEURE. 


Nous venons de rappeler que, si m» ou 2 + 1 est un 
nombre composé, la résolution de l'équation (1) se ra- 
mène à la résolution d’autres équations de la même forme, 
et qui ont pour degrés respectifs les nombres premiers 
ou les puissances de nombres premiers qui divisent 7. 
Dès lors, la même chose peut se dire de l'équation (21, 
et l’on peut se borner à considérer le cas où m— 2U+I 
est un nombre premier ou une puissance d’un nombre 
premier. Lorsque m est premier, la division de la circon- 
férence en m parties égales exige seulement la résolution 
de plusieurs équations qui ont respectivement pour de- 
grés les facteurs premiers égaux ou inégaux dans lesquels 
se décompose le nombre m1. Mais, lorsque m est une 
puissance p# d’un nombre premier p, la division de la cir- 
conférence en m2 parties égales exige d’abord la division 
en p parties égales, et, en outre, la résolution de —1 
équations de degré p. Chacune de ces i —1 équations de 
degré p est résoluble algébriquement ; cela résulte soit 
de la formule de Moivre, soit des considérations déve- 
loppées dans la Section I. 

Il faut d’ailleurs remarquer que, quel que soit y, 
l'équation (2) appartient à la classe des équations dont 
nous nous sommes occupés au n° 541. Car si l’on fait 


T—2C0S4, Ür—ocosia, 0x —0 COS a, 
on a évidemment 
08, x — 0,0x — 9 COS ja. 


944. Supposons 2 +1 premier, et soit 7 une racine 
primitive pour ce nombre premier; Je dis que les u ra- 
cines de l’équation (2) seront 


(3) 2 COS4, 2C0Sn4, 2 COSn?a, ..., 2 cosn“1a. 


Il est évident que chacune de ces L. quantités satisfait à 
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l'équation (2); 1l suffit donc de démontrer qu'elles sont 
toutes distinctes. Supposons, s’il est possible, que deux 
de ces quantités soient égales, et que l’on ait 


SCOSARG 2 COSTA, 
p et g étant <[u; on aura 


LC A Mo LAC A NP LS 


27 
-—, donc 
24 I 





À désignant un nombre entier. Mais a — 


nT(nP-1—ÆE 1) 


La re 
est un nombre entier; d’ailleurs 2u + 1 est un nombre 
premier, et z est inférieur à 24 +1; 1l s'ensuit que 
2 u + 1 divise l’un des deux nombres 7774 1 ou R2P74—1; 
par conséquent il divise le produit 


n°P—?2T — ï 


de ces deux nombres; or cela est impossible, car 2p — 2q 
est << 24, et 7 désigne une racine primitive de 24 +1. 
Donc les quantités (3) sont bien toutes les racines de 
l'équation (2). 

Si maintenant on fait 


He COST 0x = 9 COST, 


on aura 


et les racines de l'équation Can seront représentées par 


DIRE NI RL otre TDR 


on a, en outre, xx; car, n étant une racine primitive 

de 2u+71, on a n=—1 (mod. 2u+1); enfin 0x est 

une fonction rationnelle de x, car cosna est exprimable 
S. —Alg. sup., I. 36 
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rationnellement en fonction de cosa. On voit donc que 
l'équation (2) est comprise dans la classe des équations 
abéliennes, et l’on pourra la résoudre par les méthodes 
que nous avons exposées. 

Ici la fonction rationnelle 8x a pour valeur (n° 109) 


n(r—3) 1 _2(r— 4) (7 —5) 


Lens PPS 
1.2 1270 


Or nat 


En appliquant à l'équation (2) les théorèmes des n°534 
et 39, on obtient les énoncés suivants : 


19 Siu— mim:...m,, On peut diviser la circonfé- 
rence entière du cercle en 2u+1 parties égales à l’aide 
dew équations des degrésm;,m», ..…, m, respectivement. 
St les nombres m;,m:2,..., m, sont premiers entre eux, 
les coefficients de ces équations seront des nombres ra- 
tionnels. 

29 Sip—2°, on pourra diviser la circonférence du 
cercle en 2u.+1 parties égales, à l’aide de w racines 
carrées. En d’autres termes, si 21. + 1 est un nombre 
premier, etu— 2°, on pourra diviser la circonférence 
du cercle en 2u + 1 parties égales, avec la règle et le 
compas. 

3° Pour diviser la circonférence du cercle en 2u +1 
parties égales, il suffit de diviser la circonférence en- 
tière en 2 p parties égales, de diviser un arc, qu'on peut 
construire ensuite en 24 parties égales, et d'extraire 
la racine carrée d’une seule quantité. 


545. Le dernier théorème est dû à Gauss. Cet illustre 
géomètre a prouvé, en outre, que la quantité dont il faut 
-extraire la racine carrée est simplement le nombre entier 
ou +1. Voici comment Abel le démontre. 
Cette quantité, que nous désignerons par p, est(n° 534) 
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la valeur numérique du produit 


Hulr or +... art) (rat 0 pat 202... Labtr1%), 
où 
3 T TVR ET EUS ») T 
KE COS PV TrsIn—" 
fe 
On a donc 
Ep = 4 (cosa + «cosna + #2 cosn? a +... xl cos nt a) 


X (cosa + al cos na + a? cos n?a +... + acos nt! a). 


En développant ce produit, on obtient un résultat de la 


forme 


_ LES ! + ' 2 1 U—1 
pt +üue+be DR Te du , 


et l’on trouve facilement 


— 4 (cosa cos 2"! a+ cosna cosn"+la +... + cost" a cosnk—i a) 


A (cosn# ta cosa+cos "+14 cosna+...-+cosnt—! «cos ri a). 


Au moyen de la formule 


Ù I 
cos AP a cos n"TP a — — cos (ue a +- nP a) —+ — COS (RTE a — nP? a), 
2 «< 


2, 


on donnera à £,, la forme 


À cos(z""+r)a-cos{(r";) 1)2a+ cos (n° 1e +. 
es | 
Hg + cos RAS itate 


cos (72/*— 1 }a-cos (77 — dt 07 1)22a +... | 
0. " Ù 
+cos(z"— 1)n8—l a | 


ou, en faisant (n#—+1)a— a, (n"—;)a= a/, 
En = 2C0S4 + 02 cosa! + 9 cosa' +,,.-+ 98-19 cosa! 


+ 9, cos a” -- 02 cosa” + Dacosa” +... 94-19 ces a”. 


26. 
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Cela posé, supposons d’abord que m ne soil pas nul, 
2 cosa et 2cosa/ sont des racines de l'équation (2 ); 
donc 


f 


2cosa — Pr et 2cosa”/— x, 
et l’on a, en conséquence, 


En — (x Ole 0x ET DT OR 1x) 
+ (de + On +, Ole + x + 0x +... Ex), 


ou 
bn = 2(x+0x+ x +... + 6x); 


d’où il résulte que t» est double de la somme des racines 
de l'équation (2), laquelle est égale à — 1; on a donc 


Un — — 2. 
Supposons maintenant 72 — 0, On aura 


y —=2(cos2a + cos2na + cos2n?a +... cosant-la) + op. 


Or 2 cos 2 a est racine de l'équation (2); donc, en faisant 


2 cos2a — Par, 


on aura 
= (x + 0m D 4 Or x + 0m. 1x) au, 


el, par conséquent, 
Gb — 22 — 1. 


D'après cela, la valeur de = p sera 
Ep Qu t 2x Pie ARS 


D'ailleurs 
a+ai+.. Hatier, 
donc 
be ou Hire 


Ce qu'il fallait démontrer. 





ZX 
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Division de la circonférence en dix-sept parties égales. 


546. Si l’on fait 2u+1—19 ou p —8, l'équation (2) 
du numéro précédent devient 


(1) aa — 7x — 6x5 +i15xt—1ox—102— {x +10, 


et ses racines, comprises dans la formule 





peuvent être représentées par 
(2) OR PME USE PCM EU M OM LE RCE 0 


La plus petite racine primitive de 17 est 3 (n° 316), 
et les résidus par rapport à 17 des puissances 
PUR LEE EMA) Es RATES DE Pa Es 


sont 
Fee D RS ON LOT 1 ; 


si donc on pose, pour abréger, 


2T 
AZ —.) 
by 
les quantités (2) seront 
2 COS&, 2C0834, 2C0S94,  2COS104, 


2C0S134, 2COSDA4, 2COSID4, 2COSI114; 
ou, à cause de cos(17 —1m)a == cosma, 


2C0S4, 2C0$34, 2C0S84, 20074, 


2cos4a, 2çcos54a, 2c0s24, 2c0s64. 


Pour appliquer la méthode générale, 1l faut commencer 
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par calculer une fonction rationnelle et symétrique y des 
quantités 


2 COS4, 2C0$84, 2C0$4a, 20C052 4. 
Posons donc 
D 2C0$4 + 2 COS8 a + 2 cosÂa + 2 cos2a: 


Y dépendra d’une équation du deuxième degré, dont les 
deux racines seront 


(3) y—2cosa + 2cos8a —+ 2 COS + 2 coS24, 


FÉMONRS = 2 COS3 a + 2 cos7a + 2 cosSa + 2 cosGa. 


Cette équation s’obtient bien facilement; car on a d’a- 
bord, par l'équation (1), 


(8) FFNETi; 


ensuite, en multipliant y par y, transformant les pro- 
duits de cosinus en sommes à l’aide des formules connues, 
et ayant égard à l'équation identique 


COS(17 — m) a — cosma, 
on trouve 


V1 = 4 (2 cosa + 2 cos2 a + 2 cos 3« + 2 COS 4 a 


—- 2 C055 & 2 cos6a 2 cos7 a + 2 Cos8a), 
et, à cause de l'équation LE 
(6) roue 
L’équation en y sera donc 
(7) S°+y —4—o, 


et l’on peut considérer comme connues ses deux racines 


12 et 7 a 
Maintenant les quantités 


2C0$4, 200884, 2Cc0$s4a, 2çcos24, 
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sont les racines d’une équation du quatrième degré dont 
les coefficients sont des fonctions rationnelles de y, et 
sur laquelle nous allons raisonner comme nous l’avons 
fait sur la proposée. IL faut, conformément à la méthode 
générale, chercher d’abord une fonction rationnelle et 
symétrique z des quantités 


2. COS4, 2C0S4@. 


Posons donc 
z — 2 C0SA + 2 COSAa, 


l'équation en z sera du deuxième degré, et elle aura pour 


racines 

(8) z = 2 COSA + 2 COS A 4, 
(9) Z, == 2 C0S8a + 2 C0S24. 
On a d’abord 

(10) Z2+ 2 —=7Y, 


et, en multipliant z par z,, on trouve, après avoir rem- 
placé les produits de cosinus par des sommes, 


22, — (2 C0Sa + 2 CO$24 -H 2 COS$a + 2 cos 4 a 


+ 2 cosba -L 2 cos6a + 2 cot7a + 2 cos8 a), 


ou, puisque la somme des racines de l'équation (1) 
es ——1T, 

(11) 22 —=— 1; 
l'équation en z sera donc 

CEA Z— ÿYz—1—=0. 


Enfin il ne reste plus qu’à former l’équation du 
deuxième degré dont les racines sont 


2C0S4a, 2C0S4@, 


et dont les coefficients peuvent s'exprimer en fonction 
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rationnelle de y et de z. Mais on peut simplifier ici l’ap- 
plication de la méthode générale. | 

Considérons l'équation du quatrième degré, dont les 
racines 

200834, 200874, 2cos5a, 2cos6a 

ont pour somme Yy,, et opérons comme nous l'avons fait 
à l'égard de l'équation qui a pour racines les quantités 
dont la somme est Y. On formera une équation du 
deuxième degré ayant pour racines | 


(x 
(14 


et, en opérant comme précédemment. on trouvera 
; P ; 


3) u — 2 C0S3a + 2 cosba, 
4) 
/ 


U = 2 C0$7 a + 2 cosGa, 


(15) + my 
(16) EU — 1} 
cette équation en uw sera donc 

(17) U?— Yiu—1— 0, 


en sorte que les quantités u etu, sont connues, ainsi que 
AN 1 ACT 


Cela posé, faisons 


(18) æ — 2 COS, 
(19) mn — 2 cosfa, 
on aura d’abord 

(20) L+ y — 2, 
et ensuite 


æT1 = 4 Cosa cos {a = 2 cos3a + 2 cos5a 
ou 


(21) MD 4: 
x et x, seront donc racines de l'équation 


(22) L— ZX +u—O. 
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La résolution de l'équation (r) est ainsi ramenée à celle 
des équations du deuxième degré (7), (12), (17) et (22); 
le problènre est donc résolu. Nous allons chercher main- 
tenant à déduire de l'analyse précédente une construc- 
tion géométrique, pour effectuer la division de la circon- 
férence en dix-sept parties égales. 


Construction géométrique. 


BAT. Quand on se propose, dans la Géométrie élémen- 
taire, d'inscrire dans un cercle les polygones réguliers de 
trois et de cinq côtés, on commence par inscrire ceux de 
six et dix côtés. De même, nous commencerons ici par 
inscrire le polygone régulier de trente-quatre côtés, celui 
de dix-sept côtés s’en déduira immédiatement. 

Soit une demi-circonférence partagée en dix-sept par- 
ties égales aux points 


a, b, C, d, €, re SF k, ë, fE x, Fr m, 7; 0, P; VE r; 


la corde ab sera le côté du polygone régulier inscrit de 





trente-quatre côtés, et les cordes ad, af, ah, aj, al, an, 
ap, diagonales de ce polygone, seront les côtés des poly- 
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gones réguliers étoilés de trente-quatre côtés que l’on 
peut inscrire dans la circonférence. 
En prenant le rayon pour unité et en faisant, comme 


précédemment, 
| 27 
A —= ——3 
17 
on aura 
: T 
ab —2sin — —+92cos4a, 
34, 
HIT 
ad — 28m — ——92cos5a, 
34. 
. 5r 
af = 25in — —+ 26cos3a, 
5% 
; T 
ah == 2 sin ZT —_ 2 cos6a, 
34 
SE Dre OT ns 
RS EE NO COS 20 
3/4 
NUIT 
al ST ne — — 2 C057 4, 
ATOUT à 
an 2SIN —- = + 2 COSA 
34 f 
. 157 
Gp = 2 SN — — — 2 cosBa. 


34 
Conservons toutes les notations du numéro précédent ; 


les équations (3) et (4) nous donnent 


J = an —ap+ ab -- aÿj, 


= Tale dre 


On voit que y, est négatif, car af est<Zal; par suite, 
y est positif, puisque yy, ——+. Faisant donc y;==—7", 
les équations (5) et (6) deviennent 


Dan PE T, 
JP 
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les équations (8) et (9) nous donnent 
z — an + ab, 
ir OP -T aj ; 
z, est négatif, car ap est [> aj, etz est positif. Les équa- 


tions (10) et (11) deviennent, en faisant z, —— 2, 


32—2—=7, 


PA Sn 0 


Pareillement, les équations (13) et (14) donnent 


u = af — ad, 
u, —— al — ah; 
d , if . 1f F . £ sa / 
u, est donc négatif, et w posilil. aisant y = — Us On 


aura, par les équations (15) et (16), 
u—u—=ÿ", 
DT: 
enfin les équations (18) et (19) donnent 
x —= An, 
Mia 0, 
en sorte que x el x, Sont positifs, et les équations (20) 
et (21) conservent leur forme 
DER ARE; 
RANULE 
Le côté de notre polygone de trente-quatre côtés est X1» 


et, pour le construire, on voit qu'il suffit : 
| TA: à 
1° De construire deux lignes y et y telles, que 


f Nr AAA Eee . 
Jr =tr, = 45 
39 De construire quatre lignes z, z', u, u/ telles, que 
! ! 
ST en RM AR à 


! 
Da TE AP ÉS SIUUr ST 
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3° De construire deux lignes x et x, telles, que 
Liber 


Coxsrrucrron. — 1° En un point O d’une ligne indé- 





finie UV, élevons une perpendiculaire OA égale au rayon 
I 

4 2 
puis, du point C comme centre, avec CÀ pour rayon, 


décrivons un cercle qui coupe en B et D la ligne UV ; on 
aura 


du cercle, c’est-à-dire égale à l’unité. Prenons OC — 


I 


I 
OB== — OD = — r:: 
a Sa ; 
car 


20D —20B—4{0C—1 et 20D <20B— 404 —4. 


2° Joignons AB, et du point B comme centre, avec OB 
pour rayon, décrivons une circonférence qui coupe en M 
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Qt 
VI 
Ca 


et P la ligne AB prolongée, on aura 


AM—z, AP—z; 
ear 


AM AP —PM—20B—y et AMXAP—AO 1: 


Joignons pareillementAD , et du point D comme centre, 
avec OD pour rayon, décrivons une circonférence qui 
coupe en N et Q la ligne AD prolongée, on aura 

AN—u, AQ—1u'; 
car 


AQ—AN—NQ—20D=—7y et ANX 10-40 et 
3o Rabattons AO en AE sur le prolongement de AD, 


décrivons sur NE, comme diamètre, un cercle qui coupe 
AM 

AB en F; du point F comme centre, avec Al = — 
2 

pour rayon, décrivons un cercle qui coupe AD en G; et, 
enfin, du point G comme centre, avec ce même rayon, 


décrivons un cercle qui coupe AD en K et H, on aura 
LA R RTE AH; 


car 
AK + AH — 2GF = 2AI — AM —z 





et 





AK <AH—AF —AN *% AE — AN x AO —u. 
Le côté du polygone régulier de trente-quatre côtés inscrit 
dans le cercle dont le rayon est OA est donc égal à AK. 


Ne ; xP— 7 
Sur une propriété remarquable de la fonction ———; 
X — 1 


P etant un nombre prenuer. 


548. Soit p un nombre premier autre que 2, el posons 


EP 


L— 


pp le pp ANNEE HU 





LT TA 
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Désignons par a une racine primitive pour le nombre 
premier p, et par 7° une racine de l'équation 


(1) = "0: 
les racines de l'équation (t) seront 
ra yRE ré, ARTE 
et l’on aura 
dr (mod. p) et rl, 
S1 l’on fait 
SA Aie et RS PRE Le 2 ES 
Ja F4 TEE pa, + pal? 


les quanutés J1 Et 72 (n° 535) seront les racines d’une 
équation du deuxième degré à coefficients commensu- 
rables, et l'équation (1) se décomposera en deux autres, 





VID sat : 
chacune du degré 27, et dont les coefficients seront 


des fractions rationnelles de y, et de y. Nous nous pro- 
posous 1ci d'étudier les détails de la décomposition dont 
il s’agit. 

Occupons-nous, en premier lieu, de former l'équation 
en ÿ, Qui a pour racines y1 et Yo. On a d’abord 
(2) MÉCNRS emete 
Car Y1 + y: exprime la somme de toutes les racines de 
l'équation { 1). Ensuite, comme les fonctions symétriques 


de y; et de y; ne changent pas, quand on change r en ra, 
ou en 7, ou etc., on a 


} 
PRIE =— 


à re À | 
D} " 
le signe D s'étendant à toutes les racines x de l’équa- 


uon (1). 





2 4 6 —1 \2 
) (ati pet pat PR a 








t 


SQ 
SX 
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Or on a 


(2% bi xt" 2 1 ag dat æaPT" } = EE US 
le signe Ÿ s'étendant ici à toutes les valeurs 1, 2, 3,..., 


Eux . L pee 
Li des entiers met n; si donc on désigne par S{u)la. 


somme des puissances p°°** des racines de l’éqüation (1), 
ft 
on aura ; 


J F 
ÿ + Yi — EAN Ÿ S last mr a? } : 


19) 


4] 





PAU 
2 





le signe Ÿ s'étend à toutes les valeurs 1, 2, 3 ,..?, 


des entiers m et n, et il embrasse, en conséquence, 





— 1\? : Pen 
É | termes. Comme a est une racine primitive de p, 
2, 


\ 


on à 
‘rase 


2 


7 He MO. p) 


et il ne saurait y avoir aucune puissance de a d’un degré 


LA 


inférieur à 2 congrue à — 1 suivant le module p. 
D) 


_s 


D’après cela, si p est de la forme 4i- 1, la somme 


7 mr ane a? 112 


= (| 





ne sera divisible par p que pour les ai 2 — systèmes 
suivants de valeurs simultanées de m et n : 

Mate D. DU NUL A dat + PA 
nt, +2, 143, ..., 21, “I, 2 NS ONE À 


si p est de la forme 4i-- 3, aucune des valeurs que 
prend la somme 


A2 a2? 


n’est divisible par p. 
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La somme S (u) est égale à p—r ou à —=# (n° 106) 
suivant que x est divisible ou non divisible par p; donc, 
si p a la forme 4i+ 5, la quantité 


D S (arr “T2 Vpioa 
sera égale à 


-o-[er) 


si, au contraire, p a la forme 41+ 3, la même quantité 


sera égale à 
2 
P men | 
2 











On a ainsi 











pt 
; 1+p(—:)° 
(3) Jr — 
2 
Des équations (2) et (3), on tire 
DEA 
1— p(—1:) 2 
(4) FX LAN ae fi je 


D'après cela, l'équation qui a pour racines y, et Je est 


p—1 


9 


1—p(—1) 


5 HJ + — ==: 0; 
(5) dre ns 


où 
P—1 


(27 +1 — pi) ? —o. 


D49. Considérons maintenant l’équation qui a pour 


| D "1 , À ; : 
racines les — racines de l'équation (1) dont Ji dé- 
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signe la somme. Soit 


Péri D 1) ; Pre 1 


ES PE AIT 





Riz 2 VAT. Se me Ÿ LA + ... + Arr ë Trent 


cette équation. Les coefficients A:, A;, ... peuvent 
s'exprimer par des fonctions rationnelles de y,, et l’on 
peut supposer ces fonctions linéaires (n° 182), puisque y; 
est racine d’une équation du deuxième degré. Ainsi le 
coefficient A4 aura la forme 


A}. = m } + Ur V1; 


my et x étant des nombres rationnels, et il est facile de 
prouver que ces nombres sont entiers. En effet, Az est, 


3 : s ; LR: 
au signe près, la somme des produits k à À des 5 RNTA 





. 2 4 ® . , 
RINCS MS Peu chacun de ces produits est une puis- 
sance de r, et, par suite, il se réduit à l’unité ou à l’une 
des racines de l'équation (1). On a donc 


— » cl 1 ie ! ape 3: 
A, = Gp + 7 + rt + a 7 Et LOT ES M ’ 


20, %1, .… étant des nombres entiers. Cette valeur de A; 
. 2 , 

ne changera pas si l’on change r en 7 et, par suite, on 

aura à 


2 3 4 5 
= 47 04 si ! 4 ; % 
MR OT Gal ir Mal M Out 7 ee ro op-17 .: 


Je dis que les coefficients des mêmes puissances de 7 sont 
égaux dans ces deux valeurs de À}. Supposons, en effet, 
que cela n'ait pas lieu; si l’on égale les deux valeurs 
de Az et qu’onrabaisseles exposants de k au-dessous de p, 


en faisant usage de l'équation 7° —1, on aura une équa- 

tion du degré p —1 en r qui sera évidemment satisfaite 

par r —1; on pourra enlever cette racine 1, et alors on 

voit que 7’ sera une racine d’une équation du degré p — 2 
S. — Alg. sup., H. 37 


eo (| 
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à coefficients commensurables, ce qui est impossible, 
puisque l’équation (r) est irréductible. On a donc 


Li — Ag Ah TE Qpas 
Hs Es NN EE, 
el, par suite, 
Ag %0 + V1 + Go Vo 
Enfin, si l’on élimine y: à l’aide de l’équation (2), la 
valeur de À}; prendra la forme 


Ar My + Rx V1 


où mx et 7x désignent des nombres entiers positifs ou 
négatifs. 
Le produit des racines de l'équation (6), savoir 


2 4 PE! , A ‘ 
réta tertbe, est égalästéntexceptant le cas dempee5r 
car, & étant une racine primitive de p, l’exposant 

a? (aP— 10 1) 


AR GR LUNA PE VE ——— est divisible par p; 
CREER 





on a donc 


ES | 


A a nl US 


1 \ 


TS 





19 


Comparons les coefficients A; et A; de deux termes 
également distants des extrêmes, dans X, ; on a la rela- 


Pp —1 
3 





uon k + k! — entre les indices k et k’. La quantité 


(— 1)# À; est une somme de puissances de r, et la somme 
des inverses des mêmes puissances est égale à(—:)#A,,; 
car le produit de toutes les racines de l'équation (6) est 
égal à 1. Cela posé, si p — 4i +1, les suites 


74 3 rap - 


Ja. lues + 


2 713 —1 
74 r%, RAT 7? 


A I 
restent les mêmes quand on change r en = donc on a, 





SECTION V. -—-—- CHAPITRE III. 271) 


dans ce cas, 
Ays EE A — M}. + HyV 1 


Si p = 41 +3, les suites 


3 D— 
“44 4 “44 
FES ET ; 


F D—1 
DOS TER à Ds eu AVE 


, ? L 
se changent l’une en l’autre quand on change r en -; 
7e 


d’ailleurs k et K’ sont de parités différentes ; donc l’équa- 
uon 
Ag My + ny) 
entraîne 
— Au = My + ng)e = My — Ry(I+ Yi), 


et l’on a, dans ce cas, 
Au (nr — my) + ny. 


Il résulte de là que le polynôme X, peut se mettre 
sous la forme suivante : 


Mir -rQTre 


P et Q étant des polynômes à coefficients entiers qui ont 


; ; —] — 3 
respectivement pour degrés — et 2°. En outre, 


41 


Q est un polynôme divisible par x dans lequel les termes 
également distants des extrêmes sont égaux et de même 
signe; le polynôme P jouit de cette dernière propriété dans 
le cas de p = 4i + 1 seulement, et, par suite, il en est de 
même de la fonction 2P— Q. Dans le cas de p—4i+3, 
la fonction 2P — Q a cette propriété, que les coefficients 


des termes également distants des extrêmes sont égaux et 
pi 
. . : re 
de signes contraires. En effet, les coefficients dex * 
et de x* dans la fonction 2 P — Q sont alors 


po 1e el y 2: Mg: 


37° 
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Pour obtenir les valeurs des coefficients A4, A;, ..…., 
de X,, soit À l’un des nombres 


12,93 (Del 
et À un exposant entier, tel que 
= AN modes 


désignons enfin par S; la somme des puissances Aièmes des 
racines de l’équation X, — o, on aura Le 


ali pastis A+ p-A e 


ET +- + Le + : 


d'où il suit que S, sera égal à Ja si est pair, c’est-à-dire 
si À est résidu quadratique de p. Au contraire, S; sera 





égal à 72 où à —1—7, si À est impair, c'est-à-dire si À 
est non-résidu quadratique de p. Connaissant ainsi les 
sommes de puissances semblables des racines de l’équa- 
ion (6), on calculera les coefficients A,, A3, ..., au 


moyen des formules 

S1 nes ee O, 

Se —— J191 ir 29 — 0, 

os — 199 —- 2A% S 4 —- 3A, Fes O, 
On pourra exprimer ainsi A; par une fonction entière 
de y, et l’on rendra ensuite cette fonction linéaire au 
moyen de l’équation (5). 


550. L'analyse que nous venons de développer conduit 
à un théorème important que nous devons mentionner. 
Reprenons l'équation 


X, —— + Q >:; 


que nous avons trouvée plus haut; en changeant y, en 7», 
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on aura 
X, = P + Q7r;: 


on a d’ailleurs X — X, X», donc 
LEP HPO UT Mahé MT es 


ou, à cause de 


DE 


te Die 
Mae EN NAT eo — ee | 9 





P—1 


4X=(2P—Q}—{—1) ? p@. 


Et, d’après les remarques faites précédemment, on peut 
énoncer ce théorème : 


Taéorème. — p étant un nombre premier autre que ?, 
et X désignant le polynôme 


XPH DPI,  Hx+I, 


On AauUT'& 

AX=Y —pÆ si p—{Air, 
el 

RQ kpZ? Si p== Ai 3. 


r 7 2 Di 3 
L est, dans les deux cas, un polynôme du degré Êe 


à coefficients entiers dans lequel les termes également 
distants des extrémes ont le méme coefficient ; Y est un 


7 A ’ D er I | . . 
polynôme du degré — à coefficients entiers dont les 


termes également distants des extrémes ont des coefft- 
cients égaux et de méme signe, ou égaux et de signes 
contraires, suivant que p —= Ai 1 ou At + 3. 


Le nombre 3 échappe à notre analyse, ainsi que nous 
en avons fait plus haut la remarque. L’'équation 


f(x Fi) =Y +37 
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admet toutefois les trois solutions 





VAR EE CV AT e 


À'Afee Qt A AE PER 
D'ÉE en 14 L=x +1; 


mais les polynômes Y etZ, relatifs à l’une quelconque d e 
ces troissolutions, nesatisfont pas à toutes les conditions 
indiquées dans l'énoncé du théorème. 

Enfin le résultat que nous venons de trouver relative- 


TPE 


ment à la fonction peut s'étendre à la fonction 
TX — I 


1 2022 yP 


, , T , ’ : La 
plus générale ————, qu’on déduit de la première en 
TRE 


Hé 
Æ s t: . 
changeant x en ce eten multipliant ensuite PARrE 


On peut évidemment, d’après cela, énoncer le théo- 
rème suivant : 


Le nombre p étant premier, on peut satisfaire à 
l'équation 


en prenant pour Ÿ et Z des fonctions entières de x et #> 


Sur quelques propriétés de la fonction résolvante 
à SES ki XP — I 
qui se rapporte à l'équation ——— = 0. 
A À 


991. Soit, comme précédemment, x une quelconque 


° , 0 bn 1190" I . . 
des racines de l’équation — 0, et a une racine pri- 
FER 4 


mitive pour le nombre premier p. En désignant par & une 


: ; RL 
racine quelconque de l'équation —— — 0, nous po- 
Era | 
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serons 


p—2 


As A ÿ IS 
F{«) — xp Hart + xt +... + aP—2 qu — (289 2e DE 
Ê 
0 


et nous allons en premier lieu démontrer que l’on a 


p—1 


Elx}F (at) = SU TR 





On a 


p—? 


= S ei 
k 
0 


et, par conséquent, 
V0 Per? 
k 


F{x) F ( wi — ai gt +a ; 
Ze i 
0 


Pour évaluer cette somme double, je mettrai en évi- 
dence les coefficients des diverses puissances de «, et 
j'introduirai à cet effet le nombre entier 


Mile 


Alors le coefficient de x? sera 


D 4 uk 
xt NS , 


le signe Ÿ s'étendant aux p-—1 valeurs de À 
FES VO PREMPR SRE 

Or on peut écrire 

' Ho. + aË —af{al +1); 

si donc on n’a pas 


a'+1=o (mod.p), 
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c’est-à-dire 
P —1 


P Én 





? 
2 


l'expression af (at+1) donnera, pour les diverses valeurs 
de Æ et abstraction faite des muluüples de p, la série des 
nombres 

UE TR ENT 


Ainsi le coefficient de &? sera 
LR TE  A E RE  oi) bien We 
et cette conclusion aura lieu pour toutes les valeurs 
PUR PME RD PTE 


RTE À. somme double 





de /, en exceptantle seul cas / — 


que nous avons à évaluer sera donc composée du produit 

de — 1 par la somme des diverses puissances de &, sauf 
p—=1 

la puissance & * ,et, en outre, du groupe de termes cor- 

D — I P —1 

2 

l’exposant de x est congru à zéro pour toutes les valeurs 








respondant à la valeur / — ; 


+ Lorsque /— 


de k; par conséquent, le groupe que nous considérons 
p—1 

sera composé de {p— 1) fois la racine à * . Réunissant 

ces deux parües de la somme double, on trouve pour 


résultat 


œ (Pp—1)+a? —=4 A: 


rs | Pi pat 





ce qui démontre le théorème énoncé. 


952. Nous allons maintenant établir une seconde pro- 
position qui consiste en ce que, sim et 2 sont deux nom- 
bres entiers quelconques, mais non liés par la relation 


MEET V(INOHAp A 
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le produit F(>*) F(œ*) est égal à la fonction F(4*77), 
multipliée par un polynôme en , dont les coefficients 
sont des nombres entiers. Ainsi, en désignant par d(x) ce 
polynôme, on aura l'égalité 


F{a”) F{æ*) ss FR rte ) Ya). 


En effet, on a 


donc 


F ( x" F (2 Li \ gnti+nie PEER 
Éd 


et c’est la somme double du second membre qu'il s’agit 
d'évaluer sous la forme annoncée. Pour cela nous allons 
mettre en évidence, non plus les coefficients des diverses 
puissances de æ, comme précédemment, mais les coeffi- 
cients des puissances de x. Ces puissances formant la sé- 
rie 0, 1, 2,--:, P—1, OCCUpONS-NOUS d'abord du pre- 
mier terme qui proviendra de toutes les valeurs deret#, 
telles qu'on ait 
di a = 0 (mod. P |: 

c’est-à-dire 


Ü — + 7 Beer 


_——— + 


2 


Sous cette condition, la somme 


D ÿ Red lt 
QÈRE — Den » ads — y SE VI atn+n 


s'évanouit, car n'ayant pas +70 (mod. p), lexpres- 





sion (mn) k produit la série des entiers inférieurs à p, 
comme on le sait. 
Maintenant, pour mettre en évidence le coefficient 
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d’une puissance quelconque de x, dont l’exposant serait 
= al, posons 
a+ ai = al (mod, P); 


) PAL A 


les entiers £ et k devant prendre toutes les valeurs qui 
peuvent vérifier la précédente condition. Si l’on fait 


ce coefficient sera 


t—l+, 


KE —=1+), 


la condition dont il s’agit devient indépendante de 4, et 
elle se réduit à 
Ada 1 mod p} 


Nous pouvons concevoir que, pour une valeur donnée 
du nombre premier p, on ait formé d'avance le système 
des nombres y et y, liés par cette relation ; cela fait, on 
trouvera 


) ain k — ) a?(/+8)+n(l+) —= g(/i+n)l ) enr 


Donc, si l’on pose 
Ÿ (æ — Ÿ CA Eng PR 
MANS 
$ 2 
le coefficient de +2 sera 
CAC 2 LEP a), 


et la somme double sera bien, comme nous l'avons an- 
noncé, 


ga) Ÿ atr+n)l LA A V (x) F(an+n ). 


053. Ces polynômes, ou plutôt ces nombres complexes, 
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ÿ(x), dont la formation dépend essentiellement des en- 
tiers pet y, et ensuite des nombres m et n, conduisent à 
d’admirables théorèmes arithmétiques dont nous allons 
donner quelques exemples. 

J'observe d’abord que la relation 


F(a*)F(x*) EE LOMAN Ya) 
donnera, en changeant les signes de 7 et 7, 

Far )jF(ar*) — F Card d CR }. 
Multipliant membre à membre, et ayant égard à la rela- 
tion 

pi 
F(a«)F(art) —=« ? P; 
on trouve immédiatement 
pa)g(e rt) = p. 
Un cas particulier très-simple montrera tout l'intérêt 
qui s'attache à ce résultat. Soit 
p=1 (mod.4), 
on satisfera à l'équation 
aP—1 cf 1 
en prenant 
We V— = 7e 
Alors Y(æ), somme de puissances entières de 1, sera de 
. : : I i 
la forme a + bi, a et b étant entiers ; d’ailleurs - = - 
œ ? 
aura pour valeur — 7, de sorte que 
A pi LT Er bi ; 
donc tout nombre premier =1 (mod. 4) est de la forme 
(a + bi) (a — bi) — a? + b?. 


Ce théorème, qui a été établi par une méthode si diffé- 
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rente aux n° 294 et 339, se trouve ici démontrée de telle 
manière que l’on fait dépendre a et b des entiers L et v, 
rapprochement bien inattendu, et dont Jacobi a tiré 
celle Conséquence que nous nous bornons à indiquer. 

Le nombre & étant supposé impair dans l'équation 
pa + b?, sa valeur peut, au signe près, se déterminer 
par le résidu minimum de l'expression 


2n(ar—1)(2r— 2) Aer di de 


AE L. p), 
LD EU P) 





J 
2 
où l’on suppose 
Pvc fn —+- 1. 
Soit encore 
p=1, (mod. 3), 


on satisfera à ‘équation 


Che 4 7 


en prenant 


CENTRES 
(o Abe LEE : ee) 


2 ie 





racine cubique imaginaire de l’unité. Alors les nombres 


(ax) etY{(a"t), sommes de puissances entières de ec, de- 
viendront respectivement 


AE ae dp?, 
& et à étant des entiers. Donc p sera de la forme 
(a +- bp)(a + br} et Gb REX 


994. Voici maintenant d’autres conséquences pour la 
résolution de l'équation binôme 


Pit sand) CE 
Soit & une racine primituve de l'équation 
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el posons 
P—=2r +1, 


de telle sorte que 


En désignant, en général, par Y;(«) le polynôme en à, 
défini par l'équation 


qui, multiphées membre à membre, conduisent au ré- 
sultat suivant : 


Fa)? — pi(u)Va(x) ME sR IE lo |, 


Or, ayant «—— 1, il est facile d'évaluer le facteur 
F(a*). Ce facteur se réduit, en effet, à la différence des 
quantités 72 et J1, Que nous avons déterminées au n° 548 ; 
mais on peut aussi le déduire de la relation générale 


PAS 


F(a)F(x Fe u © ne: 
que nous avons précédemment démontrée, en y faisant 
a = —1, ce qui est permis, puisqu'on satisfait ainsi à 
l'équation ap! = 1. De la sorte on trouve 


Pl 


EL LA + :) Top 
Ainsi la puissance p —1 de la fonction résolvantie se 
trouve exprimée par un produit de facteurs complexes 
Y(ax), multipliés par le nombre p. 
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Démonstration nouvelle de la loi de réciprocité 


dé Legendre. 


999. La théorie exposée dans ce Chapitre fournit 
encore, comme l’a montré Jacobi, une démonstration 
nouvelle de la loi de réciprocité de Legendre que nous 
avons établie au n° 332. Nous croyons utile de pré- 
senter 1ci cette importante application. 

Considérons l’équation 

ÆP— 1} 


Rad 


LE — I 





désignons par r l’une de ses racines, par & une racine 
s P ) 
primitive pour le nombre premier P ec posons 


P=7r— pa 74e ra +, + pars par? 


Soit g un nombre premier impair différent de D: 51 
l’on élève le polynôme P à la puissance 9, le résultat 
contiendra les puissances gs des différents termes de 
P, avec d’autres termes dont les coefficients sont tous 


divisibles par g. Si l’on désigne par D A7® l’ensemble 
de ces derniers termes et que l’on pose | 


: 2 —3 —2 
Q — 74 — PRES TA SANT PTE r4aP ; 


on aura 


P7—= Q + 1ÿ are. 


Il convient maintenant de distinguer le cas de (2) = +1] 
P 


et celui de (2 = — y; 
P 


1° Soit (2) = +- 1. Cela veut dire que g est racine de 
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la congruence 
2 —1 


x ? —1=0 (mod.p), 


dont les racines sont 
NOTE, Visas IPS 


on a donc nécessairement 


q=æ@* (mod. p}), 





, . , A P sn ° 
n étant un entier au plus égal à NH Par suite, la va- 
leur de Q est 
Q — pa?" 54 par ST rar? ES ps pa TPS Me: PAT à ris 


7 


et, en rabaissant les exposants de a au-dessous dep —r, 
on a évidemment 


OP: 


. D . 
2° Soit (2) = — 1. Dans ce cas, g est racine de la 
q 
congruence 
p—1 
2 





Da 


+i=o (mod.p), 
laquelle a pour racines 


AN AAIURS 2e) ap? 
On a donc 
q=—=a"# (mod. p}, 


n étant un entier. Il vient alors 


Q — pari DE. par mx Ar See + TN TO — STE 
et, en rabaissant les exposants de a au-dessous de p —1, 
on à 


Q—— P. 
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Donc on a, dans tous les Cas, 


el, par suite, 


pre (2) P + 1Ÿ s Lu 
ENT 
{ 1) Ya 1: 
= q - 


où 


PUTAIN 
\p 


2, 
Li 
 —— 





Cela posé, si l’on fait 
MES NUS PP LE he ai? 


XL LU p D— 
Ve EE NT Te PE fe PR CROIS I 


/ PER a 

EAN il — 
ii Le+eY ann | Fs 2h 
SUV NAS : 

/ ET 

” Fa LV: — 
HOT DS A VOTRE 


39 4 
d'ou 


ol 
Py—m AVE 2 


Substituant cette valeur de P dans le premier membre 
de la formule (1), celui-ci se réduit à 


(ll — 1 HAN gEt 


Ir: À 

> 2 2 Z 

pit) re (ft) 
P , 


quantité qui est un nombre entier. Quant au second 








AT 
> 11 se réduira donc aussi à un nombre 





membre q 


x 
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entier E, et l’on aura 


2 mes re 
(Var) —(— 1) 2 re . 
q° 


Il s'ensuit que le carré de Ÿ Ar‘est une fonction symé- 





. CE . 7 . HP TR I 
trique et entière des racines de l'équation ——— —o; 
BALE | 
par suite, ce carré a pour valeur un nombre entier, ce 


qui exige que E soit un multiple Mg de q. Ainsi l’on a 


Ar 





q re MA 


M étant un nombre entier. Par conséquent, 


ge p—1Wg=1 q 
2  [—;) ? 2—|2=| — Ma; 
VUE Qt À (2) { 


remarquant que 





Lis 
p?— (2) + un multiple de g, 


.et supprimant de part et d’autre les multiples de g, il 


BA = (9: 


cette formule (2) exprime précisément le théorème de 


vient 


(2) 


\ 


Legendre. 


S.— Also. sup., I. 35 
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CHAPITRE IV. 


SUR UNE CLASSE D'ÉQUATIONS DU NEUVIÈME DEGRÉ 
RÉSOLUBLES ALGÉBRIQUEMENT. 


Du déterminant d'une fonction entière et homogène 
de trois variables. 


906. Otto Hesse a publié dans le Journal de Crelle 
(t. XXVIIT, p. 68, et t. XXXIV, p. 191) deux Mé- 
moires remarquables sur la détermination des points 
d’inflexion des courbes du troisième degré. Dans son 
second Mémoire, l’éminent géomètre a démontré que : 

Les points d'inflexion d'une courbe algébrique du 
degré n sont situés sur une seconde courbe du degré 
3 (7 — 2),et, par suite, que: 

Une courbe algébrique du degré n a généralement 
3n(n— 2) points d'inflexion, réels ou imaginaires. 

Dans les cas particuliers, quelques-uns de ces points 
d’inflexion peuvent être situés à l’infini ou être rem- 
placés par des points multiples. 

Lorsque 7 — 3, on a ce théorème : 


Les points d'inflexion d'une courbe du troisième 
degré sont situés sur une seconde courbe du troisième 
degré. 

Il en résulle que la recherche des points d’inflexion 
d’une courbe du troisième degré dépend généralement 
de la résolution d’une équation du neuvième degré à une 
inconnue. Orilest très-remarquable que cette équation 
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du neuvième degré soit toujours résoluble algébrique- 
ment, et qu'il suffise, pour effectuer cette résolution, de 
résoudre une seule équation du quatrième degré et trois 
équations du troisième degré. Cette proposition se dé- 
duit facilement, comme nous le ferons voir plus loin, 
du théorème de Hesse énoncé plus haut, et d’un autre 
théorème démontré pour la première fois par Maclaurin 
dans son Æssai sur Les lignes du troisième degré, théo- 
rème qui consiste en ce que : 

La droite qui joint deux points d'inflexion d'une 
courbe du troisième degré rencontre la courbe en un 
troisième point d'inflexion. 

La démonstration que Hesse a donnée dans son se- 
cond Mémoire, pour établir la résolubilité de l’équa- 
tion du neuvième degré dont il s’agit, suppose égale- 
ment le théorème de Maclaurin. Hesse fait voir qu'il 
existe certaines relations entre les racines, et il démontre 
généralement que toute équation du neuvième degré 
dont les racines ont cette même propriété est résoluble 
par radicaux. Cette analyse de Hesse est remarquable ; 
on en trouvera le développement à la fin de ce Chapitre. 


907. Soit U une fonction quelconque entière et homo- 
gène du 2°"° degré de deux variables x et y; U —osera 
une équation quelconque du degré 7 si l’on prend pour 


: T , : ‘ . F 
inconnue —, et cette équation aura trois racines égales 
AP 


‘si l’on peut satisfaire en même temps aux trois équa- 
tions 
dU d°?U 


| O, 5 
dx dx 


Lis" 0: 





0 


Ces équations de condition sont respectivement des de- 

grés 7, n — 1, n—2; mais on peut à leur place prendre 

trois équations du même degré nr — 2. Elles peuvent ef- 
38. 
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fectivement s’écrire ainsi (!): 








jt : CRE tx) A0 
n(nr—1) dx? dx dy dy? 4 
AUA 1 0 dEUA De 
= (es a) = 
aU 
ET: 


À cause de la troisième équation, la deuxième se réduit à 


dU æ : APT 
— 0, et la première devient ensuite = — 0. Donc 
dx dy | 





de 

les équations de condition relatives à l'égalité de trois 
racines de l'équation U — o sont les suivantes du degré 
n — 2 chacune : 


LEUR RE CE TNA 


And dede 


On ferait voir de même que généralement les équations 


F4 


de condition relatives à l’égalité de m racines de l’équa- 





tion Ü — o sont les suivantes, du degré 2—m+1: 


d'-1T d'1T d m—1T] d'ITQ 
== eg 


RTS | SERA UENEr 0) Le 
—1 t n—2 ; À —2 L n—1 
RTE F6 FO PR à à SLA dy’ 








(*) Cela résulte immédiatement du théorème connu dit des fonctions 
homogènes. Soit f(x, y, ...) une fonction homogène du degré y de plu- 
sieurs variables; en multipliant x,.y,... par 1+«, il vient, d'après la 
définition des fonctions homogènes, 


f(a+ax,y+ar,...)=(1+a) f(x...) 


Développant les deux membres par rapport à « et égalant ensuite les 
coefficients des mèmes puissances de «, il vient 


Etui PÉO RE Va 
EU, D TAN see 
æf Œf CA 





LEE LES a —  — se 
Lan 2 ne AR ATEN pu) f(a rs 22e) 


Me are no re eee to ace) Métons sudpetsla loue hate ete) se) a SEEN ES 
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SSS. Soit maintenant uw une fonction quelconque 
entière et homogène, du n°" degré, de trois variables 


. : L , 
x z. S1 l’on représente par — et” les coordonnées 
NE P P 
A Z 


rectangulaires ou obliques d’un point variable, l’équa- 
uon 


(1) = 10 


représentera une courbe quelconque du nie degré & 
Une droite quelconque, dont l'équation est 


(2) z—=ax+by, 


rencontre, comme on sait, la courbe en 7 points ; si l’on 
porte la valeur de z tirée de l’équation (2) dans la fonc- 
tion u, celle-ci devient une fonction homogène U des 
deux variables x et y, et les 7 racines de l’équation 


U — o, où l’on considère - comme l’inconnue, sont les 
SE 


rapports des coordonnées des points où la droite ren- 
contre la courbe. Mais l'équation de la ligne droite 
contient deux constantes a et b qui s’introduisent dans 
l'équation Ü — 0; on peut établir entre ces constantes 
une relation telle, que deux racines de l'équation U = 0 
deviennent égales : dans ce cas, la droite devient une 
tangente de la courbe. Et, si l’on donne aux constantes 
a et b des valeurs telles, que trois racines de l'équation 
U — o deviennent égales, la droite sera tangente en un 
point d’inflexion ; ce pointsera déterminé, commme on 


"A 


LA L La LA La L4 La ZX 
(*) Hesse a eu le premier l’ingénieuse idée de représenter par —) 4 
3 Z 


, + ÿ LAN 
les coordonnées rectilignes d’un point dans un lan, et par —5 —, — les 
REP EE 


coordonnées dans l’espace ; alors toutes les équations que l’on a à consi- 
dérer sont homogènes. 
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l’a vu plus haut, par les trois équations 


AU d’'U AU 


RO Far EEE 








0. 


Mais, comme Uestla valeur que prend upourz=ax+by, . 
si l’on fait, pour abréger, 








d?u d?u d?u 

za — Ui,1, 5 — Ua,9, 7e — U3,39 
dx? dy° k dz° ; 
d'u d?u d°?u 


| 








dy dz Dates dxdz 1 dxdy Fi 


les trois équations précédentes pourront s’écrire comme 
il suit : 

U,, + 24031 + ad u,, — 
(3) 


O, 
Uj,2 + AU,3 + bus + abuz,; = 0, 
O. 


Uz,a + 20u,,3 + bus — 


S1 l’on élimine a et b entre ces équations, on obtiendra 
l’équation d’une courbe qui rencontre la proposée aux 
points d’inflexion. Pour effectuer cette élimination, ré- 
solvons la deuxième des équations (3) par rapport à &, ce 


qui donne 
Us + bu, 


a = — CN PALE RE 0 | 
U,3 + Vus, 
et portons cette valeur dans la première équation, nous 
obtenons 
U,1 (2,3 + dus; JP —2u,,: (a, + bus ) (2,3 + dus, ]+us,s (a, + bus, ) — 


ou, en ordonnant par rapport à b, 


2 | 2 | ASP 2 rs 
Uy,1 0e ST 2Uo alle Use Us aus (Ai,1 3,3 De) bus; + bd U3,3)]—0 


Si enfin on mulüuplie la dernière des trois équations 
que nous considérons par 


2 
Ui,1 Us,3 — CENTE 





2 
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et qu'on en retranche ensuite l'équation que nous Ver 
nons de former, on obtiendral’équation finale qui résulte 
de l'élimination de a et b; nous la représenterons par 


(4) Au = 0; 


en posant, pour abréger, 


EUR 0 2 DO à 2 
An WU iuo us + 20, Us, Ua, — Hi bis Uo,2 Ua) Us,3 1,2: 


L'équation (4) est celle de la courbe cherchée, la- 
quelle rencontre la proposée u — 0 aux points d’inflexion. 
Cette équation est, comme on voit, du degré 3 (7 — 3 }s 
d’où il suit qu’une courbe du ni" degré a généralement 
3n(n—2) points d'inflexion. En particulier, une courbe 
du troisième degré a neuf poinis d’inflexion. 

La fonction Au est égale au déterminant 


ae U,2 Ui,s 
pe Uo,s Uo,s | 


Us,, Us,2 Us,3 


et Hesse lui a donné le nom de déterminant de la fonc- 
tion u. 


559. Lorsque les coefficients de la fonction u sont in- 
déterminés, la courbe représentée par l'équation u = 0 
n’a pas de points multiples. Pour de tels points on a 
simultanément 


du du 
D On ler OO tES O 
dx , dy , , 
et, au moyen des deux premières équations, la troisième 


se réduit à 
du 


— —=0O 
dz : 


par le théorème des fonctions homogènes. La relation 
entre les coefficients de u, exigée par l'existence de 
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points multiples, résultera donc de l'élimination de x 


et y entre 
du du du 


Tr O0, Apt TR 


dr 
Ces équations peuvent être mises sous la forme 


Lu, + VU, + ZU,z = O, 
LU; FYUs,a + 2Us,3 — 0, 


TUz,, TV Us, + ZU3,3 —= O, 
et l’on en déduit évidemment 


ATEN 


Au reste, la méthode dont nous avons fait usage pour 
trouver les points d’inflexion montre que les points mul- 
tiples, quand il en existe, satisfont à la précédente 
équation; car, si la droite z— a x + by devient tangente 
à la courbe en un point multiple, l'équation qui résulte 
de l'élimination de z entre 


U—O et z—ar+by 


aura évidemment trois racines égales. 

Il est facile de voir qu'une courbe du troisième degré 
ne peut avoir un point triple ou trois points doubles à 
moins qu’elle ne se réduise à un système de trois droites ; 
elle ne peut non plus avoir deux points doubles à moins 
qu'elle ne se réduise au système formé d’une conique et 
d’une droite. 


960. Le calcul que nous avons fait au n° 538 ne dif- 
fère pas de celui qu'il faudrait exécuter si l’on voulait 
obtenir la condition pour que la droite (2) fit partie du 
lieu représenté ‘par l'équation (1). En effet, la solution 
de ce nouveau problème s’obtiendra en exprimant que 
le résultat U de la substitution de ax + by à z, dans u, 
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est idemtiquement nul. On aura donc 


Bee AU me 6 U 





O0, ———0, — = 0 
US SO Tdx dar dy” « 


et il est évident que ces conditions sont suffisantes, 
puisque l'on a 
dU *Ÿ d?U d’'U 


= + Or =— + 
dx 


2e — y2 A 
n(r 1)U = x ps de 








Ainsi, dans le cas qui nous occupe, les équations (3) ont 
lieu identiquement en vertu de l'équation (2), et par 
conséquent il en est de même de l'équation (4). Donc 
toute droite qui fait partie du lieu de l'équation u == 0: 
appartient aussi au lieu de l’équation Au = 0. 

Dans le cas de 7 — 3, on a ce théorème : 

Si l'équation u = 0 représente trois lignes droites, 
ces mémes droites constituent le lieu de l'équation 
Au — 0, et l’on aen conséquence Au — ku, k étant une 
constante. 


Il peut arriver que le déterminant Au soit identique- 
ment nul; pour qu’ilen soit ainsi, il faut et il suffit que 
le lieu de l'équation u —o soit un faisceau de 7 lignes 
droites. Bien que nous n’eussions pas à faire usage de 
ce théorème dû à Hesse, nous ne pouvions nous dis- 
penser de le mentionner 1. 


Sur les points d’inflexion des courbes du troisième 


degré. 


BG1. Nous commencerons par établir, à l'égard des 
courbes du troisième degré, quelques propositions gé- 
nérales sur lesquelles nous aurons à nous appuyer. 

Rappelons d’abord que le système formé d’une conique 
et d’une droite, ou le système de trois droites, constitue 
une variété des lignes du troisième degré. 


602 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


LEMME I. — Deux courbes du troisième degré se 
coupent généralement en neuf points. 


Cette proposition se déduit immédiatement du théo- 
rème de Bézout sur le degré de l'équation finale qui ré- 
sulte de l'élimination d’une inconnue entre deux équa- 
tions. ; 


962. Lemme IL. — Neuf points suffisent, en général, 


pour déterminer une courbe du troisième degré. 


Il y a effectivement dix termes dans l'équation géné- 
rale des courbes du troisième degré. Le coefficient de 
l’un de ces termes peut être choisi arbitrairement, etil 
reste alors neuf coefficients indéterminés dont on peut 
disposer de manière à assujettir la courbe à passer par 
neuf points donnés. On obtient ainsi neuf équations du 
premier degré entre les coefficients inconnus: en gé- 
néral, ces équations admettent une solution unique, et, 
par suite, on ne peut généralement faire passer qu’une 
seule courbe du troisième degré par neuf points 
donnés (1). 


CoROLLAIRE. — Si u — 0, v — 0 sont les équations en 
coordonnées rectilignes de deux courbes du troisième 
degré, l'équation generale des courbes du troisième 
degré qui passent par les points communs aux courbes 


donnees sera 
p + Àu — O, 


À désignant une constante indéterminée. 


D'abord il est évident que l'équation p + ÀÂu = 0 re- 


LOS PO MEET 


(*) Dans ses belles recherches sur les courbes du troisième et du qua- 
trième degré (voir les Comptes rendus de l Académie des Sciences, t. XX VI, 
P- 943, et t. XXVIL, p. 272, 437 et 472), M. Chasles a fait connaître deux 
méthodes remarquables pour construire la courbe du troisième degré qui 
passe par neuf points donnés, 
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présente une courbe qui passe par les points d’intersec- 
tion des courbes données. En second lieu, soit C l’une 
quelconque des courbes du troisième degré qui passent 
| par ces neuf points ; prenons sur cette courbe un point 
quelconque M qui n’appartienne pas aux courbes don- 
nées et désignons par v,, u, ce que deviennent s et u, 
pour le point M. Si l’on détermine À par la condition 
(Au; —=0, la courbe représentée par l'équation 
v + Àz = 0 passera par le point M; ceite courbe ayant 
ainsi dix poinis communs avec la courbe C, elle coïncide 
avec elle. 
| La démonstration précédente ne s'applique pas au cas 
où les lieux des équations u— 0, »—0 auraient une 
droite commune ou une conique commune. Mais, dans 
ce cas, on à 

names 7h 
v'— 0, u! — 0 représentent des droites ou des coniques, 
etp/ + Au == 0 représente toute droite et toute conique 
qui passe par leurs points d’intersection. Il s'ensuit que 
pu = 0 représente encore toutes les courbes du troi- 
sième degré qui passent par les points communs aux 
proposées. 


363. Lemme III. —— Soient À,, A:, A3, À;, ÀA;:, As, 
A,, As, As les neuf points d'intersection de deux 
courbes du troisième degré données; on peut faire 
passer par sept quelconques de ces points une infinité 
de lignes du troisième ordre qui ne passent par aucun 
des deux autres points. 


Considérons les sept points 
A;; A») À, +449 À;, À, À;. à 


Si trois d’entre eux, A,, A2, A3, par exemple, sont en 
ligne droite, il existera trojs systèmes formés de deux 


. 
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droites tels, que chaque système renferme les quatre 
points À;, À;, A;, A.. L'une de ces six droites peut 
passer par À, ou par À,, mais elle ne saurait contenir 
en même temps ces deux points, car une courbe du 
troisième degré ne peut avoir plus de trois points en ligne 
droite; donc, parmi nos trois systèmes de droites, il y en 
a au mOIns un qui nerenferme aucun des points As, As. 
Ce système constituera, avec la droite A, A: A:, une 
ligne du troisième ordre qui remplira la condition 
énoncée. 

S1, parmi les six points considérés, il ÿ en a six qui 
soient sur une conique, cette conique n’aura aucun autre 
point commun avec l’une ou l’autre des courbes données, 
et par suite elle ne passera ni par À, ni par À,. Si donc 
on joint à cette conique une droite arbitraire menée par 
le septième des points considérés et qui ne passe ni par 
À$ ni par A,, on aura une ligne du troisième ordre qui 
remplira encore la condition énoncée. 

Supposons maintenant que parmi les sept points con- 
sidérés il n’y en ait pas six sur une conique ni trois en 
ligne droite. Joignons le point À; aux six autres ; parmi 
les six droites obtenues, 


À; À;, A; À;, A; A;, À, À;, A; À;, A; À;, 


ilne saurait y en avoir plus d’une passant par Às, ni plus 
d'une passant par À, ; on peut donc supposer que 


A3 A5, À, AÀ;, A;A;, A; A; 


ne passent n1 par À, ni par À. Pareillement, si l’on joint 
le plan A; aux points À;, A,, À;, on obtiendra les trois 
droites 

À; À, A, À À; À 
parmi lesquelles il s'en trouvera une au moins qui ne 
passera n1 par À, ni par À;. D'où il suit que, parmi les 
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sept points considérés, on peut toujours en trouver trois 
Â5s A6» A 


par exemple, tels que les droites qui joignent ces points 
deux à deux ne passent par aucun des points Às, Ào. 

Cela posé, considérons les lignes du troisième ordre 
formées respectivement des coniques qui passent par 
A; À; À A, A5; Au: A2, A3 À A6; As As Az As À 


et des droites 
A; A; À; A;, À; EVE 


L'une des coniques peut contenir l’un des points As, À, 
mais non pas ces deux points à la fois, car une conique 
ne peut rencontrer une ligne du troisième ordre en plus 
de six points. D'ailleurs deux de nos coniques ne peu- 
vent avoir que les seuls points communs A1, À, Ass À%; 
donc l’une d'elles au moins, À; AA3A;A;, par exem- 
ple, ne contienteni As ni: A9. En joignant à cette co- 
nique la droite Àç Ar, on formera une ligne du troisième 
ordre remplissant la condition énoncée. 

Ainsi, dans tous les cas, nous savons trouver une ligne 
du troisième ordre qui passe par les sept points consi- 
dérés et qui ne contient aucun des deux autres points. 
Soit 

w == O 
l'équation de cette ligne relativement à deux axes coor- 
donnés. Soient aussi 


les équations des courbes données, a et b deux con- 
stantes arbitraires ; 1l est évident que l'équation 


Au + bo + w==10 


représentera une infinité de courbes du troisième degré, 
qui toutes rempliront la condition énoncée. 
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964. Taéorëmel. —_ Toute courbe d u troisième degré, 
qui passe par huit des neuf points d'intersection de 
deux courbes du troisième degré données, passe égale- 
ment par le neuvième point d’intersection de ces deux 
courbes. 


Soient l'etF, les deux courbes du troisième degré don- 
nées. Supposons qu'on se propose de faire passer une 
courbe du troisième degré par les neuf points d’inter- 
section des courbes F etF, : les neuf équations linéaires 
que doivent vérifier les coefficients de l'équation de la 
courbe inconnue admettront les deux solutions relatives 
aux courbes Fe, qui satisfont au problème. Il s’en- 
suit que le système de ces neuf équations est indéter- 
miné ; d’ailleurs huit quelconques d’entre elles sont dis- 
ünctes, d’après le lemme IT, et en conséquence elles 
entraînent nécessairement la neuvième. On peut con- 
clure de là que, si l’on assuJettit une courbe du troisième 
degré l, à passer par huit des points communs aux 
courbes FetF,, et que, pour achever de la déterminer, 
On se donne une nouvelle condition arbitraire, la courbe 
l'; passera nécessairement par le neuvième point d’in- 
tersection des courbes T et Te 


CororLarre I. — Sÿ trois des neuf points d’intersec- 
tion des deux courbes du troisième degré sont en ligne 
droite, les six autres points d'intersection sont situes 
sur une conique. 


En effet, la droite qui passe par les trois premiers 
points d’intersection des courbes données let T,, et la 
conique qui passe par cinq des six autres, forment une 
ligne du troisième degré qui passe par le neuvième point 
d’intersection des courbes L'et l,; donc la conique passe 
Par ce neuvième point, car une courbe du troisième 
degré ne peut avoir quatre points en ligne droite, 
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Corofzaïre II. — Si six des neuf points d'intersec- 
tion de deux courbes du troisième degré sont siluEs sur’ 
une conique, les trois autres points d'intersection sont 


en ligne droite. 


En effet, la conique qui passe par les six premiers 
points d’intersection et la droite qui passe par deux des 
trois autres forment une ligne du troisième degré qui 
passe par le neuvième point d’intersection ; donc la 
droite passe par ce neuvième point, car une conique ne 
peut avoir plus de six points communs avec une courbe 
du troisième degré. 


Conorrame [IL — Si trois des neuf points d’inter- 
section de deux courbes du troisième degré sont en ligne 
droite, et que trois des six autres soient aussi en ligne 
droite, Les trois derniers seront pareillement en ligne 
droite. 

Ce corollaire est évidemment un Cas particulier du 


précédent. 


565. Les propositions que nous venons d'établir con- 
duisent à un grand nombre de conséquences intéres- 
santes ; mais, pour ne pas trop nous écarter de notre 
sujet, nous nous bornerons à montrer comment on en 
déduit immédiatement le théorème connu de Pascal, re- 
latif à l'hexagone inscrit dans une conique. On sait que 


ce théorème consiste en ce que : 


Si un hexagone est inscrit dans une conique, Les points 
de rencontre des côtés opposés sont en ligne droite. 


En effet, soient À, B, C, D, E, F les sommets de l’hexa- 
gone ; soient M, N, Plespoints d’intersection des côtés AB 
et DE, BCetEF, CD et FA. Les lignes du troisième ordre 
formées, l’une des droites AB, CD, EF, l’autre des 
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droites BC, DE, FA, se coupent aux neuf points À, B, 
CG, D,E,F, M, N, P. Or les six premiers points sont une 





conique ; donc les trois autres sont en ligne droite, ce 
qu'il fallait démontrer. 


566. Tuéorëme Il. -— La droite qui joint deux points 
d'inflexion d’une courbe du troisième degré rencontre 
la courbe en un troisième point d ‘inflexion. 


Soient À et A’ deux points d’inflexion d’une courbe du 
troisième degré F', et supposons que la droite AA’ ren- 
contre la courbe T° au troisième point A”; je dis que A” 


B” 





est un point d’inflexion. En effet, menons par le point A 
une sécante quelconque qui rencontre de nouveau la 
courbe aux points B et C; par le point A’ une seconde 
sécante quelconque qui rencontre de nouveau la courbe 
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aux points B' et C'; joignons BB’ et CC’, qui rencontrent 
de nouveau la courbe aux points B” et C” respectivement; 
joignons enfin A/B”. La ligne du troisième degré formée 
des trois droites ABC, A'B'C/ et AB” passe par huit des 
points d’intersection de la courbe let dela ligne du troi- 
sième degré formée de droites AA’A”, BB’B”, CC'C”: 
elle passera donc par le neuvième point d’intersection C7; 
et, comme une courbe de troisième degré ne peut avoir 
quatre points en ligne droite, il faut nécessairement 
que les trois points A”, B”, C7 soient en ligne droite. 
Imaginons maintenant que les sécantes BC et B'C tour- 
nentrespectivementautour des points À et À’, de manière 
à devenir tangentes à la courbe ; comme A et A’ sont 
deux points d’inflexion, les points B et C se confondront 
avec À à la limite : pareillement, Bet C’ se confondront 
avec À’; donc les droites BB’B/ et CC'C/” coïncideront 
avec AA/A/, et, par suite, les trois points d’intersection 
de la courbe avec la sécante A/B/C/ se confondront en 
un seul À”, qui est ainsi un point d’inflexion. 


Remarque. — Bien que la forme de ce raisonnement 
soit géométrique, il est évident qu'il s'applique au cas 
des points imaginaires comme à celui des points réels. 


567. Tuéorème III. — Le nombre des droites qui 
passent chacune par trois points d'inflexion d'une 
courbe du troisième degré donnée est égal à douze. 
Ces douze droites forment quatre systèmes composés 
chacun de trois droites, et les neuf points d'inflexion 
de la courbe sont trois à trois sur les trois droites de 
chaque système. 

Si l’on joint par des droites l’un des points d’inflexion 
de la courbe à chacun des huit autres, il est évident que 
ces huit droites se réduiront à quatre distinctes, puisque 
la droite qui passe par deux points d’inflexion passe 

S. — Alg. sup., I. 39 
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aussi par un troisième, el que, d’ailleurs, quatre points 
d’inflexion ne sauraient être en ligne droite. Donc, parmi 
les droites qui joignent les neuf points d’inflexion trois 
à trois, 1l y en a toujours quatre qui passent par l’un 
quelconque de ces points. En comptant quatre droites 
pour chaque point d’inflexion, on aura 4 >< 9 ou trente- 
six droites; mais alors il est clair que chaque droite se 
trouve prise trois fois, et, par suite, ces trente-six droites 
se réduisent à douze distinctes. 

Considérons l’une des quatre droites qui passent par 
un même point d'inflexion; cette droite renferme trois 
points d’inflexion, et par chacun de ceux-ci passent seu- 
lement trois autres de nos douze droites; donc, parmi 
ces douze droites, 1l y en a deux qui ne passent par aucun 
des trois premiers points. L'une d'elles contient ainsi 
trois nouveaux points d'inflexion, et les trois derniers 
points seront alors sur l’autre droite, puisque les neuf 
points sont communs à deux courbes du troisième degré 
(n° 564, corollaire IIT). On peut conclure de là que les 
douze droites considérées forment quatre systèmes de 
trois droites passant par les neuf points d’inflexion. 


568. Pour reconnaître la loi de la distribution des 
neuf points d’inflexion sur les douze droites dont il vient 
d’être question, on peut employer avec avantage la con- 
sidération des imaginaires que Galois a introduites dans 
la théorie des nombres. Nous désignerons Les points dont 
il s’agit par une même lettre affectée d’un indice sus- 


ceptible de prendre neuf valeurs distinctes, et nous! 


adopterons, pour les valeurs de cet indice, les neuf ra- 
cines ai + b de la congruence 


2m Die (mod. 3). 


L'une de ces racines est zéro et les huit autres sont con- 
grues aux puissances d’une racine primitive de la con- 
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gruence 


8—1=0 : (mod. 3). 


Celle-ci a quatre racines primitives : ce sont les racines 
des deux congruences irréductibles 
—i—1=0, +i—i1=o (mod. 3). 


Nous désignerons par £ une racine de la première, et 
l’on aura en conséquence 


ii (mod.3) 





d’où 
Ê—oiti, Êroito, 
it a, ÊÜE=it+ 2, (mod. 3). 
Ê—=2i, Ê—=I, 


Cela posé, considérons l’un des quatre systèmes de 
trois droites qui passent par les neuf points d’inflexion, 
et attribuons aux points situés sur ces droites les indices 
des trois lignes respectives du tableau suivant: 


We D 2, 
(1) és rio Li 2, 


DT NO Ur LL à, 


Pour former les combinaisons des indices qui répon- 
dent à l’une quelconque des neuf lignes restantes, il faut 
prendre trois indices appartenant respectivement aux 
trois lignes du précédent tableau, et, comme rien ne dis- 
üngue entre eux les trois points situés sur l’une des 
droites du premier système, on peut supposer que les 
lignes verticales du tableau (1) répondent chacune à trois 
points situés sur la même droite. On aura donc ce 
deuxième système 

0,14 2. Ps 
(2) 1, +1, 22+ 1, 
RAUE LE PRO UE LR 


39. 


2 « 
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Maintenant, dans chacun des deux derniers systèmes 
qu'il reste à former, les indices qui répondent à une 
même droite doivent appartenir à trois lignes horizon- 
tales distinctes de l’un et de l’autre des tableaux (1)et(2). 
Alors on a les deux combinaisons suivantes, qui sont les 
seules possibles, ‘savoir : 


O, Î+I, 22+ 2, 
ho) 1, {+ 2, 24, 
ER AE 21+ 1, 


et 
O0, i+2, 22+I, 


(4) Ps QÈ + 2, 
Di LUE, 26. 

Si l’on remplace chaque expression AL nb par la puis- 
sance de 1 qui lui est congrue, on trouvera que les in- 
dices relatifs à nos quatre systèmes de droites seront re- 
présentés généralement par 

O, 2 DIRES 
(5) imn+1 ne PTE UT 


g'i+8 Ha? pe ds 


si l’on attribue successivement à rm» quatre valeurs con- 
sécutives quelconques, par exemple, o, 1, 2, 3. 

Quant aux indices relatifs aux neuf faisceaux de quatre 
droites qui ont leurs sommets aux divers points d’in- 
flexion, ils seront représentés par 


rt 3, ZHI, 3 + 26, 
(Ge 3-5 28, 


6) 
Z, 3+iI, 3 + 25 + 2, 
Z, ZHi+I2, 2+2i+I, 


z devant recevoir successivement les neuf valeurs de la 
forme at —- b. 
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569. Taéorime IV. — Parmi les neuf points d’'in- 
flexion d'une courbe du troisième degré réelle, ily en a 
toujours trois réels et six imaginaires. 

D'abord les neuf points d’inflexion ne peuvent pas être 


tous réels. En effet, admettons qu’ils le soient, et consi- 
dérons le triangle OMN formé par les trois droites de 





M N A, 


l’un des quatre systèmes dont nous avons établi l’exis- 
tence. Supposons, par exemple, que les côtés MN, NO, 
OM constituent le premier système de quatre droites et 
que ces côtés contiennent respectivement les points 


A0, À, À;, 
AS À; 2 À; 7 
Anis Ait LEE 
En appliquant la propriété connue des transversales au 
triangle OMN coupé par les trois droites issues du point 
A, savoir : 
À, À; A, A5 À; Àj4) À, À;+ LUTET 
on trouve 
MA, NA; OA, | 
NA OA Man 
MA, NA Ode 
NAy OA Mu  ? 
MAS NAiss OA 
NA, OA;+: MA 

















site 
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et, en multipliant, on a 





MA |" _ Mis MA Mas Où, OA DRE 

Ge  OA5.04,/1.04,,, © NAS NA NAS) 

Il est évident qu’on trouvera la même valeur pour 
(ia) et ( | en appliquant le même théorème aux 
NA, NAT 

droites issues des points À, et A, ; on a donc 


MA,\® /MA;\5 /MA.\: 

Nate Na ) Ne 

Les points considérés étant supposés réels, la précé- 
dente égalité exige que l’on ait 





MA, MA, MA, 
NA NAN NAS 





ce qui est évidemment impossible. 

Cela posé, considérons le faisceau obtenu en joignant 
un point d’inflexion imaginaire aux autres points; l’une 
quelconque des quatre droites de ce faisceau coupe la 
courbe du troisième degré en deux points d’inflexion qui 
ne peuvent être réels tous les deux, ni imaginaires con- 
jugués. L’une de ces droites contiendra le point conjugué 
du sommet du faisceau avec un point réel; chacune des 
autres contiendra au moins un nouveau point imaginaire, 
et, comme le nombre des points imaginaires est pair, il 
sera au moins égal à 6. Enfin, la droite qui passe par 
deux points imaginaires conjugués étant réelle, chaque 
couple de pareils points exige nécessairement un point 
d'inflexion réel, d’où il résulte qu'il y a toujours trois 
points d’inflexion réels et six imaginaires. 

REMARQUE. — On pourrait faire à ce théorème l’ob- 


jection que voici. On suppose que chacune des droites 
qui passent par deux points d’inflexion imaginaires 








SECTION V. —— CHAPITRE IV. 619 


conjugués coupe la courbe en un troisième point d’in- 
flexion réel, et, commeil y a trois droites de cette nature, 
nous avons dit qu'il était nécessaire que le nombre des 
points réels ft 3 et que le nombre des points imaginaires 
füt 6. S'il en était autrement, au lieu de trois droites 
réelles, on aurait quatre droites réelles joignant le point 
d’inflexion réel et contenant chacune deux points d'in- 
flexion imaginaires conjugués ; or il y a une infinité de 
courbes du troisième degré pour lesquelles trois points 
d'inflexion sont réels; par exemple, la courbe dont 
CS à ne * _ : 
(2 = désignent les coordonnées rectilignes, et qui a 
pour équation 


est rencontrée par l'axe des abscisses en trois points 
d'inflexion réels, ce qui est contraire à notre hypo- 
thèse. 


370. Tuéonème V.-—- Si, par un point M d’une courbe 
du iroisième degré T, on mène trois droites qui ren- 
contrent de nouveau la courbe aux points À et B,CetD, 
E et F respectivement, les six points À, B, CD RE 
seront SuI' ur1e conique, toutes les fois que M sera un 
point d'inflexion de la courbe T'; et réciproquement, 
si les points À, B, C, D, E, F sont sur une conique, le 
point M sera nécessairement un point d'inflexion. 


En effet, menons par le point M une sécante qui ren- 
contre de nouveau la courbe F en M’ et M”, puis jo1- 
gnons MC, M'E qui rencontrent de nouveau la courbe 
en D’ et F’respectivement. Les neuf points 


M, M, M’: À, B, C, F; D’, F' 


sont sur la courbe F et sur la ligne du troisième degré 
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formée des droites 
MAB, M'CD', M’EF"'; 


d’ailleurs les points M, M’, M’ sont en ligne droite : donc 


les six points 
AS B; CE * D" RE 


sont sur une conique. 
Cette conclusion subsiste quelle que soit la sécante 
MM'M/; faisons tourner celle-ci autour. du point M, 





jusqu’à ce qu’elle devienne tangente à la courbe T. Les 
points M’ et M’ se confondront avec M, à la limite, si 
celui-ci est un point d’inflexion: alors MCD’ et M'EF’ 
viennent respectivement coïncider avec MCD et MEF. 
Donc les six points 


AB CD: ÉCE 


sont sur une conique. 

Mais, si M n’est pas un point d’inflexion, quand la 
droite MM'M” deviendra tangente à la courbe F, l’un 
des points M', M” seulement se confondra avec M, et 
l'autre point, M’ par exemple, tendra vers une posi- 
on limite M, ; pareillement le point F’ coïncidera avec 
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F et le point D’ aura une certaine position limite D. 
Les six points À, B, E, F, C, D, sont sur une conique, 





F 


et celle-ci ne peut contenir le point D; car autrement 
elle aurait sept points communs avec la courbe F. 


CoroLLaïRE I. — Si, par an point M d’une courbe du 
troisième degré T, on mène des sécantes à cette courbe, 
et qu'on prenne sur chaque sécante la moyenne harmo- 
nique entre ses deux segments, les points de division 
ainsi obtenus seront en ligne droite, toutes les fois que M 
sera un point d'inflexion; et réciproquement, St le lieu 
des points harmoniques est une ligne droite, le point M 
sera un point d'inflexion de la courbeT. 


En effet, si M est un point d’inflexion et qu’on mène 
trois sécantes MAB, MCD, MEF, les points À, B, CG, D, 
E, F sont sur une conique, et la polaire du point M, par 
rapport à cette conique, coupe chaque sécante en un 
point dont la distance à M est la moyenne harmonique 
des deux segments de la sécante. 

Mais, si M n’est pasun point d’inflexion et qu’on mène 
en M la tangente MM,, qui rencontre de nouveau la 
courbe en M,, et qu’on joigne M, C qui coupe de nou- 
veau la courbe en D;, les points À, B, E, F, C, D, se- 


ront sur une conique qui coupera la droite MC en un 
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point D différent de D,. La polaire du point M par rap- 
port à la conique coupe chaque sécante MAB, MEEF, 
MCD" en un point dont la distance à M est la moyenne 
harmonique des segments de la sécante, et il est évi- 
dent que la même chose ne peut pas avoir lieu à l’égard 


des segments MC, MD. 


CorozLarre Il. — Les neuf points d'inflexion d’une 
courbe du troisième degré donnée sont aussi les points 
d’inflexion de toutes Les courbes du troisième degré 
qui les contiennent tous. 


En effet, soit M un point d’inflexion d’une courbe du 
troisième degré T. Considérons le faisceau de quatre 
droites issues de M et qui renferment chacune deux 
nouveaux points d’inflexion. Si l’on prend, sur chaque 
rayon, la moyenne harmonique des segments, les qüatre 
points de division seront en ligne droite, d’après le co- 
rollaire 1, et, en raison de cette circonstance, le point 
M sera point d’inflexion pour chacune des courbes du 
troisième degré que l’on peut faire passer par les neuf 
points d’inflexion de la courbe donnée. 


Corozzraire IL. —— S5 u désigne une fonction entière 
et homogène du troisième degré de trois variables, que 
la caractéristique À représente généralement Le déter- 
nunant d’une telle fonction, et que À soit une constante 
quelconque donnée, on aura identiquement 


A(Xu + Au) — Au + BAw, 
À et B étant des constantes. 


En effet, l'équation u — o représente une courbe dont 
les points d’inflexion sont aussi sur la courbe qui a pour 
équation Au — 0. Pareillement, si l’on veut avoir les 
points d’inflexion de la courbe qui a pour équation 


Àu + Au — 0, 
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il faudra joindre à cette équation 
A [Au + Au) —0; 


or, d’après le corollaire Il, celle-ci représente une courbe 
qui passe par les neuf points communs aux courbes 
u — 0, Au = 0; donc son équation est de la forme 


uu+Au—O où Au + BAu=o. 
On aura par suite, identiquement, 
A (Au + Au) — Au + BAu, 


en déterminant convenablement les constantes A et B. 

La proposition contenue dans le corollaire IIT est due 
à Hesse; le corollaire I et le théorème lui-même sont 
dus à M. Chasles, et c'est M. Hart quien a tiré le pre- 
mier les conséquences que nous venons de présenter (y 


871. Tuéorëme VI. — Les coordonnées rectilignes 
de chacun des neuf points d’inflexion d’une courbe du 
troisième degré sont exprimables par des fonctions 
algébriques explicites des coefficients de l’équation de 
la courbe. 


En eflet, soit 
(1) u — © 


l'équation d’une courbe du troisième degré. Les neuf 
points d’inflexion de cette courbe sont aussi, comme on 
l'a vu, sur la courbe du troisième desré qui a pour 
? 
équation 
Au-z==: 0; 


en sorte que, si À désigne une constante indéterminée, 


ui DU oO EE TIRE Vpn ES 





(*) Poir, à ce sujet, une Note de M. Salmon, insérée dans le 
tome XXXIX du Journal de Crelle, p. 365. 
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l'équation 
(2) }u + Au — 0 


représentera généralement toutes les courbes du troi- 
sième degré qui passent par les neuf points d’inflexion 
de la proposée. Or nous avons vu qu'on peut faire passer 
par ces neuf points quatre lignes du troisième degré 
formées chacune de trois droites ; donc il y a quatre va- 
leurs de À pour lesquelles l'équation (2) se décompose 
en facteurs linéaires. En outre, d’après le corollaire III 
du précédent théorème, on a identiquement 


A(Au + Au) — Au + BAu, 


À et B étant évidemment des fonctions entières de À du 
troisième degré. Or, si l'équation Au + Au = 0 repré- 
sente trois droites, l'équation A(Âu + Au) —o ou 
Au+ BAu—o représentera aussi les mêmes droites 
(n° 560); donc, dans cette hypothèse, on a 


(3) A —1B—o{). 


S1 l’on résout cette équation du quatrième degré en 

À, que l’on prenne pour À l’une quelconque de ces ra- 
cines et qu’ensuite on résolve l'équation (2) par rapport 
à l’une des coordonnées, on trouvera nécessairement 
que les trois valeurs de cette coordonnée sont des fonc- 
tions linéaires de la deuxième coordonnée. La décom- 
position de l'équation (2) en facteurs linéaires étant 
ainsi effectuée, on aura les équations de trois droites 
contenant chacune trois des neuf points d’inflexion de 
Re 0 De gg td SRE NES 
(*) Dans un beau Mémoire publié au tome XXXIX du Journal 'de 
Crelle, M. Aronhold a obtenu effectivement cette équation du quatrième 


degré en À sous une forme bien remarquable, Car les coefficients s’ex- 


priment par deux fonctions seulement des coefficients de l'équation 
de la courbe proposée. 


Éd end ce A oué 
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la proposée, et, pour avoir les coordonnées de ces neuf 
points, il suffira de chercher successivement les solutions 
communes à l’équation (1) et à l’équation de chacune 
des trois droites, ce qui exigera seulement la résolution 
de trois équations du troisième degré à une inconnue. 
Il s'ensuit que les coordonnées des neuf points d’in- 
flexion sont exprimables par des fonctions algébriques 
explicites des coefficients de l'équation proposée. 


Conozzare. — L'équation du neuvième degré qui a 
pour racines les abscisses des points d'inflexion d’une 
courbe du troisième degré est toujours résoluble algé- 
briquement. 


Sur un théorème de Steiner relatif aux courbes 
du troisième degré. 


572. Si u désigne une fonction homogène du degré 7 
des trois variables x, y, z, l'équation 


(PE u— 0 


représentera une courbe du degré 7 dont les coor- 


# sd 
données seront —> 7, 
Z Z 


L’équation de la tangente en un point (x, 7,2) de la 
courbe (1) est 


X T\ du. d'A ne Cl CR 
EDP ARTE ut 


si l’on ajoute le terme 


Z z\ du 
MORE da 


qui est identiquement nul, la précédente équation pren- 
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dra la forme 


(2) SN nl 
dx dy dz 
à cause de 
du du du 
RE re Bts 7 PE ON 


dx dy dz 


S1 les quantités X, Y, Z se rapportent à un point 
donné M, l'équation (2) représentera une courbe du 
degré ñ — 1, et cette courbe coupera la proposée en 
n(n—1) points. Il s'ensuit que, par le point donné M, 
on peut mener en général n(n—1) tangentes à la 
courbe (1). 

Dans le cas de 7 — », l’équation (2) représente une 
ligne droite qui est la polaire du point M par rapport à 
la conique (1); cette équation (2) ne change pas quand 
on remplace X, Y, Z par x, Ÿ; 3, et inversement. En 
effet, si l’on pose, comme au n° 358, 




















d'u du d'u 
= 174 — US n} ei FRS Us 
; 1:19 & 2,29 @ 39 
dx? d dy? ; dz° Ne 
du d'u d'u 
Ex” es à Uj,o, 


Uo,3s ne U,3) ] 
, dy dz dx dz dx dy 


on aura, dans le cas de n == », 


du 

Fa LU PP YU a sUTS, 
dx 

du 

7 Us FF SU,s 30,3; 
dy 

du 

ds Mat TN Ha;s TER, 


et, comme les quantités U,1; U,o, .. SOnt ici des con- 
stantes, 1l suffit de substituer les expressions précédentes 
dans l’équation (2), pour justifier notre assertion. 
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873. Considérons maintenant le cas de x == 3; l'équa- 
tion (2) représentera une conique qui déterminera sur 
la courbe proposée les points de contact des six tan- 
gentes qu'on peut lui mener par le point donné. Pour 
abréger, je représentera cette équation (2) par 


GEO; 


et le centre de la conique sera déterminé par les équa- 


tions 
de dv 


LAN CRE en à 
dx - dy 
D'après cela, si l’on veut avoir la condition pour que 
la conique (2) se réduise au système de deux droites, il 
suffira d'exprimer que les trois équations précédentes 
sont satisfaites par les mêmes valeurs de x et de y. Or 
es ; e Zra6e . dv 
les dernières équations réduisent ÿ Où —0; donc 
&Z: 
la condition demandée s’obtiendra en éliminant x et y 
entre les trois équations du premier degré 
de dv de 
RE D NE x Dé 
dx RELT LE 
Ces équations se déduisent de l'équation (2) en rempla- 


; du du du 
cant dans celle-ci u par > > —> successivement, donc, 
# dx dy dz 


d’après ce qui a été dit plus haut, elles ne changeront 
pas si l’on y remplace X, Y, Z par x, y, 7, et inverse- 
ment. On pourra ainsi leur donner cette forme : 


&Ui a + Y Us + ZUi,3 = 0» 
ZU,1 + PTE Z2U:,; — 


| 
= 


(3) 


zU,1 + YU, + ZU;,;3 — 0; 


en représentant par U, U,,1, Üi,s, .. ce que deviennent 
U,Uy,15 Mi, quand on écrit X, Ÿ, Zau lieu de x, y, z: 
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Maintenant l’élimination de x et de y entre les équa- 
tions (3) donne 


(4) AU — 0, 
AU étant le déterminant de U: on a ainsi ce théorème : 


Tréorème I. — Soient u une fonction entière et homo- 
gène du troisième degré des variables x, VrZ, Et Au 
le déterminant de u. Soient aussi U et AU ce que de- 
tennent u et Au quand on écrit X, YŸ, Z au lieu de 
X, ÿ, z. Pour que les points de contact des six tangentes 
menées à la courbe u — o par le point (X, Y, L) soient 
situes sur deux droites, il faut et il suffit que l’on ait 


AU 0 
Et 1l en résulte cette conséquence importante : 


CoROLLAIRE. — Par un point d’inflexion d'une 
courbe du troisième degré on peut mener à cette courbe 
trois tangentes indépendamment de celle qui touche la 
courbe au point d'inflexion, et les points de contact de la 
courbe avec ces trois tangentes sont en ligne droite. 


974. Les considérations qui précèdent nous permet- 
tent d'établir le théorème suivant, que Steiner a publié 
sans démonstration dans le tome XI du Journal de Ma- 
thématiques pures et appliquées. 


Taéonbue IL. — Une courbe du troisième degré con- 
tient en général 27 points en chacun desquels elle peut 
avoir un contact du cinquième ordre avec une conique. 
L'équation du vingt-septième degré qui détermine ces 
27 points est toujours résoluble algébriquement. 

En effet, soit P un point de la courbe donnée; me- 


nons PM tangente à la courbe en P, et rencontrant de 
nouveau celle-ci en M. Menons enfin, par le point M, 
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trois sécantes qui rencontrent la courbe aux points À 
et B, Get D, Eet F respectivement. 


PE 
[ue 
be 
7 
M Su 
€ 
E Me 
D 
F 


Si le point M est un point d’inflexion, les six points 
À, B, C, D, E, F seront sur une conique {n° 570), et si 
l’on fait varier ces sécantes de manière qu’elles tendent 
toutes les trois vers la limite MP, la conique variera, 
et, à la limite, elle aura, avec la courbe donnée, six points 
communs confondus en un seul; il y aura donc en P 
contact du cinquième ordre. 

Mais, si le point M n’est pas un point d'inflexion, la 
conique déterminée par les cinq points B, GC, D, E, Fne 
passera pas par le point À, quelque voisine de MP que 
soit MAB, et elle coupera la courbe donnée en un 
sixième point À; donc, quand on arrivera à la limite, 
la conique deviendra osculatrice en P à la courbe don- 
née, comme dans le premier cas; mais elle coupera celle- 
ci en un nouveau point, et elle aura seulement avec elle 
un contact du quatrième ordre. 

Il résulte de là que les points P, qui possèdent la pro- 
priété contenue dans l'énoncé du théorème, sont les 
points de contact des tangentes menées à la courbe don- 
née par ses divers points d’inflexion; et puisque, par 
chaque point d’inflexion, on peut mener trois tangentes, 
le nombre total des points P est 3 >< 9 ou 27. 

Enfin, les coordonnées des points d’inflexion sont 

S. — Alg. sup., I, 40 
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exprimables par des fonctions algébriques explicites des 
coefficients de l'équation qui représente la courbe don- 
née; en outre, la détermination des trois points P qui 
répondent au même point M dépend seulement d’une 
équation du troisième degré. Donc équation du vingt- 
sepuème degré, dont dépend larecherche des 27 points P, 
est toujours résoluble algébriquement. 


Propriete de l'équation du neuvième degré qui a pour 
racines les abscisses des points d'inflexion d’une 
courbe du troisième degre. 


915. Soit 
(1) Ü = 0 
l'équation d’une courbe du troisième degré entre les 
4 Gù le LA (A 
coordonnées rectilignes “- et‘; nous avons vu que les 
Z Z 


points d’inflexion de cette courbe sont sur une seconde 
courbe du troisième degré, 


(2) Au = 0. 


S1 l’on élimine y entre les équations (1) et (2), on obtient 
une équation 


(3) PE 03 


homogène par rapport à x et z et du neuvième degré. 


Cette équation, dont les racines - représentent les ab- 


ds 


scisses des points d’inflexion, est toujours résoluble al- 
gébriquement, comme nous l’avons démontré plus haut. 
Mais il existe, entre les racines de l'équation (3), des 
relations remarquables que nous allons faire connaître, 
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d’après Hesse, et desquelles ce géomètre a déduit la 
résolubilité par radicaux de l’équation (ou. 


Remarquons d’abord que la valeur de 4 correspondant 
à chaque racine - de l'équation (3) peut s'exprimer en 
3 


fonction rationnelle de - et des quantités connues de 


W:] 


74] 


‘équation (1). Cela résulte immédiatement de la mé- 
thode que nous avons exposée au n° 73 pour la résolu- 
tion de deux équations simultanées. D'après cela, les 
coordonnées de chaque point d'inflexion de la courbe 
proposée doivent satisfaire à une même équation de la 
forme 


(4) Z=r(2), 


où F désigne une fonction rationnelle. 


SE s EH DT : 
Soient maintenant —*, :* et -!, —! les coordonnées de 
ZQ / £û NET 
deux points d'inflexion de la courbe (1); la droite qui 


passe par ces deux points aura pour équation 


ss lee TE Jo 
Z Z0 Ha" 3 Zo 

———— L] 
IX Ti A 1 
Z Z] Z Z1 


En désignant par — À 1 ]a valeur commune des deux 
0 
membres, 1l vient 


. (2 LE 14) == Lo ne ÀT: ‘ 


(20 HZ) — Yo + T1; 


ù | 
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on peut disposer de z de manière que l’on ait z—25+À 2ÿ, 
et l’on voit alors que notre droite pourra être repré- 
sentée par les trois équations suivantes : 


(5}5 4= 2 +, S= To + 1, 22 7% Fa. 


Au moyen de ces équations, on obtiendra tous les points 
de la droite en donnant à À toutes les valeurs possibles. 
Or, d’après le théorème de Maclaurin démontré au 
n° 006, cette droite coupe la courbe (1) en un troisième 
point d’inflexion : pour avoir la valeur de À qui convient à 
ce troisième point, il suffit de porter dans l’équation (1) 
les valeurs de +, y, z tirées des équations (5), et de 
résoudre ensuite l'équation obtenue ainsi, par rapport 
à À. Par cette substitution il vient 


[2 (2) +2(2) (9 
Axe dy } da 

+4] à nee 5 (à) | (hi = 
| L'\az 1 sie dr 1x 2. Vase VA 


les indices o et 1 indiquant que, dans les expressions qui 
en sont affectées, on doit mettre Lo» V0 Zo OÙ Li, Yi, Z 
à la place de x, y, z. En effet, il résulte immédiatement 
de la formule de Taylor qu'après la substitution les 


(6) 


© 


deux premiers termes de w sont 


ni Fe du  POENAE Las CL VO 
(4) + AN () ora|E) RENRS 


et 1l est évident que les deux derniers termes doivent se 
déduire de ces deux-ci, en changeant x, Yo; 30, di» 


ii I ll 
ŸJ'15 Z1 En 1x, ÀY; N=1: Ya ue PUR VEN 


Si l’on supprime les termes (u)o et (uw), qui sont 
nuls, l'équation (6), divisée par À, donne la valeur sui- 
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vante de À : 
du du” # du 
à | — — Z4 | — 
: pr Li sa 5 canot ah 1 dz 0 


(7) ANR FES f ENS 
F0 (a GE dy }: AVE 


qui convient au troisième point d’inflexion. Si l’on dé- 








ù T3 Je , © ù 
signe par — — les coordonnées de ce point, et qu on 


2 
porte la valeur de À, que nous venons de trouver, dans 
les équations (5), on aura 


a) (a) 
: (é cle 
lee 


Dh re du e du 
—(S RL T 2. PL 


Considérons, en particulier, la première de ces équa- 
tions : le second membre ne change pas quand on 
change 5, Yos Zo EN Zi, Va, Z1, et réciproquement; 
en divisant le numérateur et le dénominateur de ce se- 


e 











RS | POS 
RIÈ RTS 


CREER || 


eo 


SES 

nf 
à 
ë BORT S EETESS 

LÉ 

ete À 

À 








Lans 
1 


‘| 


t 
TS 
+ 
À 

& 

SIN S 

CR EEE En 7 + 

es 


$l 


0 


cond membre par z° z°, il prend la forme 


Fe, Her 2), 


Z0 Z0 Z1  Z1 
f désignant une fonction rationnelle qui ne change pas 


quand on transpose les indices o et r. Or, d’après l’équa- 
tion (4),ona 


/ 
DR); H_r{(#), 
1 


F désignant une fonction rationnelle. Donc la valeur 
x 


4 
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Lo , . « . 
de En peut se réduire à la forme suivante ! 
2 


Lo (2 x) 
de D ete TS 
Z9 Zo 21 
9 désignant une fonction rationnelle et symétrique des 
deux quantités qu’elle renferme. Il est évident que 
l'équation précédente ne cessera pas d’être exacte si 
l’on exécute une substitution sur les indices O, I, 25 Car 
on serait arrivé directement aux équations qu’on obtient 
par les substitutions, en partant du premier point d'in- 
flexion et du troisième, ou du deuxième et du troisième, 
au lieu de partir du premier et du deuxième. Donc les 
e TL TL TL; e 0 e LU Le 
abscisses —; —, —* de trois points d’inflexion en ligne 
Z Z Z 
d'A IS 
droite satisfont aux trois relations 


DG Cor : NE cs HG TEN 
met fe) ep AT) PRES 
Z9 Z} Zo9 Zo Zo9 


{ 


\71 22 


où 0, nous le répétons, désigne une fonction rationnelle 
et symétrique. De cette propriété résulte, comme on 
va le voir, la résolubilité de l'équation (3). 


Sur la résolution algébrique d'une classe d'équations 
du neuvième degré. 


976. Il était intéressant de chercher à rattacher la 
question particulière dont nous venons de nous occuper 
à une théorie plus générale: c’est ce qu'a fait très-heu- 
reusement Hesse en établissant le théorème suivant : 


TaéorimEe. — Sotent 
(1) x(x) = 0 


une équation du neuvième degré et 0 une fonction ra- 





SECTION V. —— CHAPITRE 1V. 631 


tionnelle et symétrique donnée de deux variables. Si 
l'équation proposée a cette propriété, que deux racines 
quelconques x, et x, fournissent une troisième racine x, 
de telle sorte qu'on ait en méme temps 


(ARE, 0 Boite) roue 0 (xs), 2% —0 (CE 


cette équation sera resoluble algébriquement. 


On voit que l'équation qui a pour racines les abscisses 
des points d’inflexion d’une courbe du troisième degré 
a la propriété dont il s’agit 1c1. 

Hesse nomme racines conjuguées trois racines de 
l'équation (1) qui satisfont aux relations (2). Il est ÉVI- 
dent que chaque racine fait partie de quatre combinai- 
sons de trois racines conjuguées; par suite, en comptant 
quatre combinaisons pour chaque racine, on aurait 4x9 
ou trente-six combinaisons ; mais, chacune de ces com- 
binaisons se trouvant répétée trois fois, on voit qu'il 
n’y a que douze combinaisons distinctes de racines con- 
juguées. Et, comme le nombre total des combinaisons 
de trois racines est 84, il y a soixante-douze combinai- 
sons de trois racines non conJuguées. 

Considérons l’un quelconque des quatre groupes de 
racines conjuguées, et désignons-le par 


Lu LA us Lu EU Lys Lyll DU Tulle 


On peut supposerque «,, 4, X,nne soient point conJu- 
guées, et, par suite, on pourra les considérer comme trois 
racines quelconques non conJuguées. Alors, comme rien 
ne distingue entre eux les indices À et, X' ety!, Net pe”, 
on aura ces trois combinaisons de racines conjuguées, 


Lt Ty Lys Lyll Ar AN) TT LU ; 


les six autres combinaisons de racines conjuguées sont 
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alors nécessairement 
Ty Ty! Lun, Lu CATA Li s Ty" RAT Lt; 
TU LM Lys TM Li Tuty An LM Laits 
On voit que les neuf racines sont exprimables en fonc- 


Uon rationnelle de trois racines non conJuguées quel- 
CONQUES T,, Xy, An; On a effectivement 





(UP A 24 Mende A D Zyn), Ty. = 0 [0 (æ,r, æ,.), 28 frs ). 
CR an te (an b Ty = 0 [0 (a RE AT à CHER dr). 
LU TX N,  Lyn —= te so Ty ls Zu 0 [ 9 (a , x,n), 0 (x,w, T, 


Cela posé, désignons par & une constante indéter- 
minée, et formons la fonction symétrique suivante de 
trois racines conjuguées quelconques x,, æ,, x, du troi- 
sième degré par rapport à æ, savoir : | 


(4) Pare (e—r)(a—m)(a— x); 


en remplaçant +,, x,, æ, par chacune des douze combi- 
naisons de racines conjuguées, on obtiendra les douze 
valeurs distinctes de la fonction PAL 


Formons ensuite la fonction symétrique suivante : 
(5) GB (6 eue À 24 € “ (6 sand 4 US CE “1 (6 mms LT a), 


qui est du troisième degré par rapport à l’indétermi- 
née 6. Soient z,, z1, 2», za les quatre valeurs que prend z 
quand on y met successivement, pour VS 
Jeu Les quatre groupes de valeurs qui conviennent à 
ces quantités. Formons enfin l'équation du quatrième 
degré 


(6) 2* + A2 + A, 7 LA, 3 + AR O, 


qui a pour racines 26 8, 2e 
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Je dis que les coefficients de l’équation (6) sont eXpri- 
mables rationnellement en fonction des quantités con- 
nues de l’équation (1) et de la fonction 9. En effet, on a 


VENT — (ax — x,) (a — x) (a — x), 
(7) Va, Nu! art) (a — x») (a — Lyti}s 


Jul, , pi — (æ EEE x) (œ 4e) Tv) (æ “TE Tylt ) , 


en portant ces valeurs dans la formule (5) et en se ser- 
vant des formules (4), on aura la valeur de z exprimée 
en fonction rationne.le de trois racines non conjuguées 
LR LT SAN OT. À 


(8) RSR TRE RENTE 


et cette fonction Ÿ sera symétrique par rapport à x,, X; 
x; carilest aisé de voir, d’aprèsles formules (3), qu'en 
permutant ces trois racines les quantités ÿ,,a,u JaN3 pr 
Yan an, ur ne font que se changer les unes dans les autres, 
ce qui ne change pas la valeur de z. 

Élevons le second membre de l’équation (8) à une 
puissance entière quelconque de degré m; désignons par 


4 // 
Ÿ (Zu Ty, ut) 


la somme des termes qu’on déduit de d(x,, x, x,n)” en 
prenant successivement pour æ,, Xy, Xyr les soixante- 
douze combinaisons de trois racines non conjuguées ; par 


—/ 
D Ÿ Er Ly!; Lu)" 


la somme des termes qu’on déduit de d(x,, æ,, x,r)" en 
prenant successivement pour x,, X,, X,n les douze com- 
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binaisons de racines conjuguées ; enfin par 


ÿy (are, pins CARE 


la somme de tous les termes qu’on déduit de ARE TEE À Le 
en prenant pour x,, x, x,rtoutes les quatre-vingt-quatre 
combinaisons de trois racines. On aura 


[/4 ! 
) Ÿ VE di APT +Y Ÿ aan NY Éphn ve 


Le second membre de cette formule (9) est une fonc- 
tion rationnelle et symétrique de toutes les racines, 
et l’on peut, par conséquent, l’exprimer en fonction 
rationnelle des quantités connues. Il en est de même de 


DXT Lay Ly, An)”; en effet, x,, x, &,n étant des racines 
conjuguées, on à 


Ÿ (ee Lys cr 10 pi dur, TL, () (43 ue _ L [ass ak E(æy, zu)?" 
Æ Ÿ rm Le () (æ,r, TL) 1e 


4 
D VUS Los ue 


est égale au tiers de la somme des trente-six valeurs que 


d’où 1l suit que 


prend 
Ÿ Rs Lys 0 re Lr) ie 


quand on prend pour x,, x, les trente-six combinai- 
sons de deux racines. En désignant cette somme par le 


signe Ÿ. on a 
(10) DT Ÿ( Lx, Li, ur |” 3 DS Las, LR FA PC + HU) LE 
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et, par suite, 


L/4 
Ÿ Ÿ (z,, Ty, DAY" 
ET Ÿy 7 Ly!; x, nr)" TA ” Fass X,!, 0 fre DES 


[/ 
ce qui montre que V(x,, x, x) est une fonction 


(z1) 


rationnelle et symétrique de toutes les racines ; On peut 
donc l’exprimer, en fonction rationnelle des quantités 
connues. Si maintenant on remarque qu'aux soixante- 
douze combinaisons de racines non conjuguées répon- 
dent seulement quatre valeurs de la fonction z??, savoir : 
z", z", z", z", et que chacune de ces valeurs revient 
dix-huit fois, on verra que l’on a 


/4 
I 
(12) ns 27 + +2 — D pa, du, an) 


En donnant au nombre m les valeurs 1, 2, 3, 4, on ob- 
tiendra, par la formule (12), les sommes de puissances 
semblables des racines de l’équation (6) qui sont néces- 
saire pour calculer les coefficients A,, A», ÀA;:,A,;on 
voit que ces coefficients se trouvent ainsi exprimés en 
fonction rationnelle des quantités connues. 

Voici maintenant comment on obtiendra les racines 
de l'équation (1). On cherchera une racine quelconque 
de l'équation (6). Cette racine sera, d’après ce qui pré- 
cède, une fonction entière et du troisième degré de 
l'indéterminée 6 ; en égalant à zéro cette racine, on aura 
une équation du troisième degré en 6 dont les racines 
seront les trois quantités qui forment l’un des quatre 
groupes dans lesquels se partagent les douze quan- 
tités y, 1, En égalant à zéro une de ces nouvelles racines, 
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on aura une équation du troisième degré par rapport à 
l’indéterminée x; les trois valeurs de «& racines de cette 
équation seront trois racines conjuguées de l’équa- 
tion (1). Pour avoir toutes les racines de l'équation (1), 
il suffit d’opérer de la même manière avec chacune des 
racines de l'équation (6). 
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CHAPITRE V. 


SUR LES ÉQUATIONS RÉSOLUBLES ALGÉBRIQUEMENT. 


Recherches de Galois. T'héorèmes généraux. 


971. L'analyse que nous avons développée dans les 
deux Chapitres précédents nous à conduit à la résolu- 
tion algébrique de certaines classes d'équations. Mais 
ces équations si remarquables sont-elles les seules qui 
soient susceptibles d’une telle résolution? Quelles sont, 
en d’autres termes, les équations résolubles? Telle est 
la question qui vient se poser naturellement et à laquelle 
Abel et Galois ont les premiers attaché leur nom. 

Je me propose d'exposer ici la théorie contenue dans 
le Mémoire de Galois intitulé : Sur Les conditions de 
résolubilité des équations par radicaux ; ce Mémoire 
a été publié pour la première fois en 1846, dans le 
tome XI du Journal de Mathématiques pures et appli- 
quées, quinze ans après la mort de l’illustre auteur. J'ai 
suivi l’ordre des propositions que Galois avait adopté, 
mais jai dû le plus souvent suppléer à l'insuffisance 
des démonstrations. 

Nous avons défini avec précision (n° 100 et 527) le 
sens qu'on doit attacher, dans chaque cas, aux déno- 
minations de diviseur rationnel d'une fonction entière, 
et généralement de quantité rationnelle, ainsi qu’à celles 
de fonction irréductible et d’équation irréductible. 
Nous avons dit aussi qu'une équation irréductible donnée 
peut devenir réductible, lorsque l’on admet à figurer, 
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parmi les quantités connues, certaines quantités qui 
n'étaient pas d’abord regardées comme telles. 

En général, quand nous conviendrons de regarder 
comme connue une certaine irrationnelle, par exemple 
une racine d’une fonction rationnelle des quantités 
connues, nous dirons avec Galois que nous adjoignons 
cette quantité à l'équation proposée. En d’autres termes, 
la quantité dont 1l s’agit sera dite adjointe à l'équation. 
Alors une quantité sera rationnelle, si elle peut s'expri- 
mer par une fonction rationnelle des quantités primiti- 
vement connues et des quantités adjointes. Ainsi l’équa- 
tion 

at + a — fa? — fx +i=o, 


dont dépend la division du cercle en quinze parties 
égales, est actuellement irréductible, parce que les 
quantités regardées comme connues sont ici les seuls 


nombres rationnels; mais elle deviendra réductible, si 
on lui adjoint une racine de l’équation 


z —5—o, 


c’est-à-dire si on lui adjoint le radical V3; effectivement 
son premier membre est le produit des deux facteurs 


OS La Fès 
ES Bu ENS ( Jah ei: 


2 2 
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TN DE LU 
6-0, 


2 2. 


lesquels sont rationnels, après l’adjonction dont il vient 
d’être question. 

Les recherches de Galois reposent sur les proposi- 
tions démontrées aux n°% 502 et 504, qui acquièrent 
ainsi une importance considérable, et sur les propriétés 
des systèmes de substitutions conjuguées. Galois em- 


ot mil dé, 
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ploie la considération des groupes de permutations dont 
nous avons parlé aux n°° 442 et 443, mais il nous a paru 
préférable de nous en tenir aux substitutions. Au reste, 
ce n’est là qu’un simple changement dans la forme des 
énoncés des théorèmes, car il n'y a lieu de considérer 
les permutations qu'au point de vue des substitutions 
par lesquels on passe des unes aux autres. 


578. Taéorëue I. — Soit 
(1) fx) =0 
une équation de degré n dont les n racines 
(2) CRUE PEN PNR UE 


sont inégales. Il'existe toujours un système de substi- 
tutions conjuguées G jouissant de la double propriété 
suivante : 

1° Que toute fonction rationnelle des racines dont la 
valeur numérique est invariable par les subslitutions 
de G soit exprimable en fonction rationnelle des 
quantités connues ; 

»° Réciproquement, que toute fonction rationnelle 
des racines, exprimable rationnellement par les quan- 
sités connues, conserve la méme valeur numérique 
quand on lui applique toutes les substitutions de G. 


Il est bien entendu que, dans cet énoncé, nous com- 
prenons parmi les quantités connues celles qui ont pu 
être adjointes à l'équation. 

Soit V une fonction rationnelle des racines (2) telle, 


que les 
NES 2 MATE 


fonctions qu’on en déduit, par les substitutions, aient 
des valeurs numériques inégales ; par exemple, on pourra 


faire 
V sr oc + CERN - ERA | Un—1 Ln—1 
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63 Lis... An_1 étant des nombres entiers convenable- 
ment choisis. Soient encore 


F(V)— 0 
l'équation du degré N qui a pour racines les N valeurs 
de V, et F(V) un diviseur irréductible, d’un certain 
degré », du polynôme f(V). Désignons enfin les y ra- 
cines de l’équation 


(3) F(V)— 0 
par 
(4) Vos Va V:, ARE 1 Vis 


D’après le théorème du n° 504, les » racines x de l’é- 
quation (1) pourront être représentées par l’une quel- 
conque des lignes horizontales du tableau 


Ÿo( Vo), hi (Vo) Yael Vo}, .. ass 
(5) Yo( Vi), Yi(Vi) Ya( Vi), .. Ÿn-1 (Va, 


\ DV bi(Vi), Ya(Vi 1), LÉ 2 Dai (Vu }s 


Yo(V), di (V), ... étant des fonctions rationnelles de V 

et des quantités connues. Le tableau (5) renferme ainsi 

 permutations des racines x, et nous avons démontré 
; (e) À 4 “> 

au n 504 que ces permutalons forment un groupe, 

c'est-à-dire que les substitutions 


(6) 1, 70 Sa » ..., SU 


par lesquelles on obtient les » permutations (5 


) au 
moyen de la première d’entre elles, constituent un Sys- 
tème conjugué G. Je dis que ce système G jouit de la 
double propriété énoncée. 

En effet, désignons par © une fonction rationnelle 
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des racines (2) et posons 


= 


2 ! ! 7 
Q— 6 LV), YÜVo) .…, dat Vol 


Q sera une fonction rationnelle de V,, ‘et l’on pourra 
écrire . 


(7) QU 


Ÿ étant une fonction rationnelle. 

Cela posé, supposons d’abord que la valeur numé- 
rique de Q ne soit pas changée par les substitutions(6) 
du système G ; comme ces substitutions peuvent s’effec- 
tuer en remplaçant successivement V, par chacune des 
valeurs (4), on aura 


RE NO VEN pee VERS (Ve) 


\\ V— 1 ,9 


et, par suite, 
ll ’ 
Q = -[#{V) He TE a Vers 
Ÿ 


le second membre de cette formule est une fonction sy- 
métrique des racines de l’équation (3); donc Q est ex- 
primable en fonction rationnelle des quantités connues. 

Pour démontrer la réciproque, supposons que Q soit 
exprimable en fonction rationnelle des quantités con- 
nues. Alors, d’après la formule (7), V, sera l’une des 
racines de l’équation 


Y(V)—Q—o; 


mais, comme V, est racine de l’équation (3) que nous 
supposons irréductible, toutes les racines de cette équa- 
tion (3) doivent satisfaire à l'équation précédente, et 
l’on a en conséquence 


Re [ NT UT NE UN \. 
Q—F(Vo)= Vi) == FIV); 


la valeur numérique de Q est donc invariable par les 
S. — Alg. sup., I. 4x 
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substitutions de G, ce qui achève la démonstration du 
théorème énoncé. 

Pour abréger le discours, je donnerai le nom de fonc- 
tion résolvante à la fonction V, et l'équation irréduc- 
tible (3) sera dite équation résolvante. 


979. Taéorëme Il. — Youte substitution qui jouit de 
la double propriété mentionnée dans l'énoncé du pré- 
cédent théorème appartient au système conjugué dont 
ce théorème établit l'existence. 


Conservons toutes les notations dont nous avons fait 
usage dans la démonstration du théorème Î, et désignons 
par X une fonction des 7 racines x6, Æ1,..., Xy_1 Qui 
prenne par les substitutions les N=1.2.3...n va- 


leurs 
Xo, X, X25 Ra XN_1 


numériquement distinctes. Soient aussi 
X X:; X2, CAPOT X,_ 


les y valeurs que prend X quand on lui applique les » 
substitutions de G, et posons 


Q—(X—X,)(X—X;)...(X —X,_), 


X désignant ici une indéterminée. La valeur de la fonc- 
on Q est invariable par les substitutions de G; elle 
est donc exprimable rationnellement en fonction des 
quantités connues, d’après le théorème [. D'ailleurs, 1l 
est évident que la valeur de Q changera si l’on applique 
à cette fonction une substitution T non comprise dans 
le système G; donc la substitution T n'a pas les pro- 
priétés des substitutions de G qui font l’objet du théo- 
rème Î. | 

Ainsi les substitutions de G jouissent, à l’égard de 
l'équation proposée, d’une propriété qui leur appartient 
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exclusivement; je nommerai ce système le système con- 
jugué propre à l'équation (!). 


580. Tuéorëme III. — Soit G Le système conjugué 
propre à une équation donnée de degré n 


(1) TEXTE oo, 


à laquelle plusieurs irrationnelles peuvent avoir été ad- 
jointes. Si l’on adjoint à cette équation une racine 23 
d'une équation auxiliaire irréductible de degré m 


(2) g(5)=0, 


dont les coefficients sont rationnellement connus, et 
qu'après cette ad jonction le système conjugué T propre 
à l'équation (1) ne renferme qu'une partie des substitu- 
tions de G, auquel cas l'ordre de T sera un sous-mul- 
tiple de l’ordre de G, les m = pq racines de l'équation 
(2) se partageront en un certain nombre p de groupes 
composés chacun de q racines, savoir : 


(1) (2) -(4—1) 
Z0» Zy » 39 » +. 2 P 

2) (2) (4—1) 
Zj; et » Z, . ... Zi . 
+. ... . LL ° 

(1) (2) 91) 
Z p—1 3h41 & 19 AOIOT An-A1 , 


de telle manière que si l’on adjoint à l'équation pro- 
posée une quelconque des racines d’un méme groupe, 


MORNOTE M (40 


en à PR LP OM PET VE ? 


le système conjugué V'; propre à l'équation proposée sera 





Con 0 0 pm cm mm 


(*) Galois fait intervenir un groupe de permutations correspondant 
au système conjugué dont il est ici question, et il l’appelle le groupe 
de l'équation, 


hr. 
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le méme, quelle que soit la racine adjointe. En outre, 
les p systèmes conjugués 


r’, Ve: lo, RCE Lists 


qui deviennent propres à l'équation quand on adjoint 
r'especti vement une racine des gr'oupes successifs, seront 
semblables entre eux, en sorte que chacun de ces Sys- 
Lèmes pourra se déduire du premier, en exécutant une 
méme substitution dans les cycles qui composent les 
diverses substitutions de celui-ci. Il est évident que 
chaque groupe se réduit à une seule racine si m est 
premier. 


Désignons toujours par V la fonction résolvante et par 
( 3 ) F V ) RU) 


équation irréductible de degré » que nous avons nom- 
mée équation résolvante ; soient aussi 


Ne Va ER Ce I NE 


les v racines de l'équation (3). 

S1, après l’adjonction d’une racine z, de l'équation (2), 
l'équation (3) reste irréductible, il est clair que G de- 
meurera le système conjugué propre à l'équation (1). 
Mais 1l n'en sera plus ainsi si l'équation (3) se réduit ; 
c'est le cas que nous avons à examiner. 

Soient À(V,z,) l’un des facteurs irréductibles de F (V) 
et u le degré de ce.facteur ; on peut supposer que, dans 
le polynôme ?, le coefficient de la plus haute puissance 
de V soit l'unité et que les autres coefficients soient des 
fonctions entières de la racine zç. Cela posé, z étant re- 
gardée comme une indéterminée, effectuons la division 
des polyÿnômes F(V),A(V,z) et désignons par A (V, =), 


O(V,3z) le quotient et le reste de cette division: on 
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aura 
F{V)=3(V, z)A(V,2) + @(V, z), 


el, d’après notre hypothèse, on a identiquement 
OV; 0) — 0; 


car le polynôme @(V, z) est au plus du degrép—1ren 
V,et la précédente équation est satisfaite par chacune 
des y racines V de l’équation 


ANSaGb En: 


Ainsi, dans le polynôme O(V,z), les coefficients des 

diverses puissances de V doivent s’annuler pour z2= 2%; 

par conséquent, ces coefficients s’annuleront aussi si 

l’on y remplace z par une quelconque des racines de l’é- 

quation (2), puisque celle-ci est supposée irréductible. 
D'après cela, si l’on représente par 


Zo Zi Z2s +.) Z pn—1 


les m racines de l'équation (2), le polynôme F (V ) sera 
divisible par chacune des fonctions 


A CV ECM es AV mai le 


Le produit de ces fonctions est une fonction entière de 
V dans laquelle Îles coefficients sont des fonctions sy- 
métriques des racines z ; donc ce produit, que nous re- 
présenterons par IL(V),est exprimable rationnellement 
par les quantités connues. 

Les racines de l’équation 


Il UN = 0 
appartiennent toutes à l'équation (3), et, puisque celle-ci 


est actuellement irréductible, le polynôme I (V}est di- 
visible par F(V). Soit q l’exposant de la plus haute puis- 
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sance de F(V) qui divise exactement IT{V) et posons 
N(V)=[F(V)y I (V), 


il est évident que ÎT, (V) doit se réduire à une constante, 
ou, si l’on veut, à l'unité, puisque, dans nos polynômes, 
le coefficient du terme le plus élevé est égal à r. En effet, 
si le contraire avait lieu, l'équation 


HV) .0 


n'ayant que des racines appartenant à l'équation (3), 
[T, (V) serait divisible par F(V), et l'exposant g ne sa- 
üsferait pas à la condition qui lui a été imposée. Ainsi 
l’on a 


ou 
(4) LELIPEES IA 0) X(V, Z) QT À ( V, Zi 


D'après notre hypothèse, le polynôme ACV, Zo) est 
irréduclible, c’est-à-dire qu'il n’admet aucun diviseur 
de degré inférieur au sien, dans lequel les coefficients 
seraient des fonctions rationnelles des quantités connues 
et de la racine adjointe de z,. Je dis que le polynôme 
A(V, z;) a lui-même la propriété de n’admettre aucun 
diviseur dans lequel les coefficients des puissances de V 
seraient des fonctions rationnelles des quantités connues 
et de la racine z;. En effet, supposons qu'un tel diviseur 
existe et désignons-le par CV, zi) ; effectuons la division 
de A(V, z) par C(V, z), jusqu’à ce qu'on parvienne à un 
reste d’un degré inférieur à celui de C(V, z) relative- 
ment à V; nommons Q(V, z)et R(V,z)le quotient et 
le reste de cette division. On aura 


AV, 2 JS ON Ve 2) OV, 14 R(V,z); 


et, puisque R (V, z) est nul pour z—z;, on en conclura, 
par un raisonnement dont nous”avons fait usage plus 
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haut, que le même reste est nul, quelle que soit celle des 
racines de l'équation (2) que l'on substitue à z; on aura 


en particulier 
R(V, 2) = 05 


ce qui exprime que A(V, z0) admet le diviseur L (V, Zo). 
Ceite conclusion est contraire à l'hypothèse, et, par 
conséquent, notre assertion se trouve justifiée. 

Les racines de l'équation (3) sont toutes exprimables 
en fonction rationnelle de l'une quelconque d’entre elles. 
Cela étant rappelé, considérons les deux équations 


(5 A(V, %) —0; ACY, 2) = 0; 


et désignons par V,et O(V.) deux racines de la pre- 
mière, 4 étant une fonction rationnelle. Je dis que, si 
Veest une racine de la deuxième équation (5), 8(V:) 
sera également racine de la même équation. En effet, 


on à 
A( Va Zi) — 0» XLA( Va), 4] 0: 


en d’autres termes, l'équation 
x[8(V), iles 0 


est satisfaite quand on remplace V par la racine V, de 
l'équation 
J'EN: sed; 

elle admettra donc toutes les racines de cette dernière, 
çar celle-ci n’a aucun diviseur dont les coefficients sont 
fonctionsrationnelles de z;, ainsi que nous venons de le 
démontrer. Si l’on suppose, comme cela est permis, que 
B(V) soit une fonction entière, on peul dire que le po- 
lynôme 2[0(V), z;lest divisible par A(V, zi), ou que le 


reste de la division du polynôme 


Xf 9 (V); z] 
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par À(V, z) est identiquement nul pour 
par le raisonnement déjà employé deux 
démonstration, on conclura que le mé 
aussi pour z — er, 
sible par 1(V, Zj); par suite l'égalité 


À ( Ve, SE 0 

entraïnera 
À[ 9; 
ce qui exprime que 8{V;) est racine de la 
tion (5). Nous concluons de là que, 
Ont une racine commune, elles ont 

communes. 

Cette analyse établit 
la formule (4), 


répété g fois. En employant deu 


senter les m racines Z, On aura 
31 \ ait ND TES A IE es 
Vie XV, Es Da KCY, FN de 
-, ETS RE bars UE Se 
AV, 3) = AV, z, ) = XV, 27) 
Sr à AN Apart 201) Jens _{2) PAU 
MS <p—1) SE A { vs er) SE CV, AA — 


el, en extrayant la racine g'ème des deux 
formule (4), on aura 


(6) FEV ESA UMR 0) (V, Zi). ,A(V, 


car, dans les polynômes F 
coefficients des premiers termes réduits à 

Ainsi les m racines z se 
tenant chacun g racines; e 
des 
Œuation proposée, cette adjon 
savoir de substituer à l’équa 


racines d’un même group 


DES x CV, 29754) 
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Z—2Z;. Alors, 


fois dans cette 
me reste est nul 
c’est-à-dire que À[49(V), zjlest divi- 


deuxième équa- 
si les équations (3) 
toutes leurs racines 


que, dans le second membre de 
chacun des facteurs inégaux se trouve 
x indices pour repré- 


À 


À ( ie su, 


S'IATS DR ARETTe 


membres de la 


\ 
DEL ] , 


et}, on peut supposer les 


l'unité. 


partagent en P $Toupes con- 
n outre, quelle que soit celle 
e que l’on adjoigrie à l’é- 
ction aura le même effet, 
tion résolvante primitive 
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Le 


le même diviseur de cette équation. Et, par conséquent, 
le système conjugué propre à l'équation proposée se 
trouvera lui-même réduit à un nouveau système dont 
l’ordre sera un diviseur de l’ordre du système primitif. 

Il nous reste à comparer entre eux les divers systèmes 
conjugués P, F,,...,/,_, qui deviennent ainsi propres 


LE 


l'équation proposée, quand on adjoint respectivement 
à celle-ci une racine des groupes correspondants que 
nous avons distingués. 

Les racines de l'équation 
AVE) —0 


\ 


étant des fonctions rationnelles de l’une d’entre elles, 
représentons-les par 


{ \ / \ r Û 
Vos ô, ( Vé}, Us ÈVo } .... Qu, (Vo); 
soit aussi Vi) une racine de l'équation 


tr \ 
ET ses =, 
AMV, 2 =0; 


les quantités 
pe En ( vo ), 0, Cv ), dé C4 AN Arai 


seront racines de la même équation, comme nous l’avons 
dit plus haut; j'ajoute qu’elles sont distinctes, en sorte 
qu'aucune racine ne se trouve omise. En effet, V, et Vi 
étant racines de l’équation (3) qui est actuellement ix- 
réductible, si l’on avait 


il en résulterait 


ce qui est contraire à notre hypothèse. 
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Maintenant, V désignant l’une quelconque des racines 
de la résolvante (3), représentons par le symbole 


CV] 


la permutation 
Yo(V), HV) Ya(V), bass (MI) 

des racines de la proposée, el posons 
(9) CatM)i=SelVoh Love SM 
les substitutions du système T° seront 

NUS EE PAS Eu ts D 
et celles du système F'; seront 

ñ 


(t) (4 ni) 
LU SES PDU MO NE 


É p1 \ 


Représentons enfin par T; la substitution par laquelle 
on passe de la permutation [Vo] à la permutation [ V |; 
on aura, non-seulement 


(8) [VS ]=TEVo], 
mais encore, quel que soit À, 
CV = TE (Vol 
ou, à cause de la première des formules (7), 
(9) [ox (Vo = TS Vol; 
enfin la formule (8) réduit la seconde formule (7) à 
(10) Co (Vo)]= STE Vo); 
et la comparaison des formules (9) et (10) donne 


(1 1) ST ETS; 
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(à r rr—1 
(12) Ve T:S4T, . 


Les formules (8) et (9) expriment que le système 
conjugué G est représenté par 


T, S1 S2 Den Ér Su 19 
T;, T,S:, T5, ic) T, Sy1 9 
(13) PROS TINTS de ETTS, 


*.... ... Rte tes 


F,245 TE S1: ES Ss; ...) qe HAS 


et la formule (12) exprime que les systèmes F,F,,..., 
l',_, sont 


NN D 4 S 2 s ss... SU 
Dia tuTiS Ti, Mol ddl mens Sins 
D LE RE FO AT ] RAT RNA LPC Dr 


SJ. SEp18,8 à tele 6076 « ... virent Tele Le e 


s 
ra 
2 
nl 

\ 


. 
. 
* 
. 


à | Ft N sl 
| lp—1 — I, F2 S sm 1° .…….. ThiSuiT, 4° 


Ces systèmes sont, comme on le voit, semblables, en 
sorte que chacun d’eux peut se déduire du premier F en 
exécutant dans les cycles de chacune des substitutions 
de celui-ci une même substitution T, ce qui achève la 
démonstration du théorème énoncé. 


981. Taéorëme IV. — Sx le système G propre à l'é- 
quation f(x) = 0 se réduit à un système T d'ordre in- 
férieur, par l'adjonction d'une racine de l'équation 
auxiliaire irréductible o(z) = 0; si, en outre, les ra- 
cines de cette équation auxiliaire sont exprimables ra- 
tionnellement en fonction de l'une d'entre elles et des 
quantités connues, le système T ne changera pas quand 
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on exécutera dans les cycles de toutes ses substitutions 
une substitution quelconque du système G. 


En effet, soient 
Z9 et Z; Des = 0Z 


deux racines de l'équation auxiliaire : 0 désigne ici une 


fonction rationnelle ; l'équation 9 (z) = o étant supposée 
irréductible, elle admettra toutes les racines 


6? Z ..... g—1 Z 


20 ; 


l’un des termes de cette suite se réduira à z,, et si l’on 


suppose k 
OEss= %E dur 0ÉGase et 
0 (l 0 0 


il en résultera 


Niels 
A : Morse ] “j j 


par conséquent les racines z, et z; sont exprimables ra- 
uonnellement l’une par l’autre. 


Il s'ensuit que les quantités connues sont les mêmes “ 


après l’adjonction de z, ou après celle de z;; le sys- 
tème F; propre à l'équation f(x) — 0, après l’adjonc- 
tion de z;, est donc le même que le système F qui est 


née 


propre à l'équation après l’adjonction de z,. Et, comme 


les systèmes F, F; peuvent être représentés par 


T3 re S> sn PER T 
x rm—i à — 1 + —1 
I, T;S; T'; , T;S,T, 9 +... TSyu2r, , 


on voit que le système T ne changera pas si l’on mul- 


iplie ces substitutions à droite par T; et à gauche par 


F5*, opération qui revient à exécuter la substitution T; 


dans les cycles des substitutions de F. 
Enfin, toute substitution de G est la forme 


U — TS; 


ins RÉ. - 








»” 
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ce qui donne 
4 ME Ua net 
U =S; T, ? 
d’où 
US'U-! er T,S> S;S Eu 


Par conséquent, si l’on veut exécuter la substitution U 
dans les cycles des substitutions de F, il suffira de faire, 
dans ces cycles, d’abord la substitution S;, puis la substi- 
tution T;; 1l est évident que la première opération ne 
changera pas [, puisque S; fait partie de ce système : 
d’ailleurs nous venons de prouver que la deuxième 
opération ne produitelle-même aucun changement sur F; 
donc ce système reste invariable quand on exécute la 
substitution U dans les cycles de toutes ses substitutions. 


CorozLaime. — S1 l'équation auxiliaire est de la 
Jorme 2? = À, et que les racines piè"es de l'unité se trou- 
vent au nombre des quantités précédemment adjointes, 


on se trouvera dans les conditions du précédent theo- 
rème. 


982. Taéorkme V.— Sr le système conjugue G:;, propre 
à l'équation f (x) = 0, se réduit à un système T d'ordre 
inferieur, quand on adjoint à l'équation roures les ra- 
cines d'une équation auxiliaire irréductible o(z) = 0, 
de degré m, le système T ne changera pas quand on 
exécutera, dans les eycles de toutes ses substitutions, 
une quelconque des substitutions du système G (1). 


En effet, soit Z une fonction rationnelle des mn racines 


(1) x Zo: Zyo 29, +: Zym—1 





(* ) Ce théorème ne diffère pas au fond de la proposition HT du Mémoire 
de Galois. Sous ce titre de proposition HT, Galois avait d’abord inscrit 
l'énoncé du corollaire de notre théorème IV, avec une démonstration, mais 
il a effacé le tout pour y substituer l'énoncé qu'il a adopté définitivement. 
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de l'équation auxiliaire, telle que les 
jui En) QE De ENS 


fonctions qu’on en déduit par les substitutions aient des 
valeurs différentes ; soient en outre 


F(Z)— 0 


l'équation du degré M qui a pour racines les M valeurs 


de Z, F(Z) un diviseur irréductible de $(Z), et 
(2) Zos ZasZe, 0. uns 

les pr racines de l'équation 

(3) PATENT À 


Les quantités (2) sont des fonctions rationnelles des 
quantités (1), et réciproquement celles-ci peuvents’expri- 
mer en fonction rationnelle des quantités (2) (n° 502) ; 
donc l’adjonction des unes entraîne l’adjonction des au- 
tres. Par conséquent, d’après notre hypothèse, le Sys- 
tème G, propre à l'équation proposée, doit se réduire, 
par l’adjonction des racines de l'équation (3). Mais ces 
racines peuvent s'exprimer rationnellement en fonction 
de l’une quelconque d’entre elles: donc l’adjonction 
d’une seule racine équivaut à l’adjonction de toutes, et 
l’on se trouve alors dans les conditions du théorème IV. 


983. TuéorÈme VI. — Soient G le système conjugue 
propre à l'équation 


(1) Hi) ==0 
et 
A 20 AE Ain Las T1) 


une fonctionrationnelle desnracines Lo TS PER LE 
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dont la valeur numérique ne soit pas actuellement con- 
nue. Si l'on adjoint cette valeur numérique à l'équation 
proposée, le système T propre à l'équation, après l'ad- 
jonction, sera formé par celles des substitutions de G 
qui n'altèrent pas la valeur numérique de la fonction f. 


Les conditions de ce théorème se ramènent immédia- 
tement à celles du théorème IIf. Exécutons toutes les 
substitutions des racines x dans l’expression 


NET PE. ; 
Z a) | To» d ls Lo; OPILI CE | 4 n—1 je 





et formons le produit P (7) de tous les résultats obtenus. 
Les coefficients du polynôme ®{z) seront des fonctions 
symétriques des racines x, et par conséquent ils seront 
rationnellement connus; décomposons ce polynôme en 
ses facteurs irréductibles, et désignons par @(z) l’un de 
ces facteurs qui s’annulent pour z = z,. Nous nous trou- 
vons placés alors dans le cas où l’on adjoint à l'équation 
proposée la racine z de l’équation irréductible 


(3) p(z) = 0. 
Soient, comme dans le théorème HI, 
l'AC PANTTS LL 'AMS 
les y racines de la résolvante 
(4) FIV) = o, 


qui est actuellement irréductible. Les racines x étant 
exprimables rationnellement par l’une quelconque des 
racines V, posons aussi, comme précédemment, 


æ 
Fi + 


PET È En ei \ AT EN TAN 
Lo — Yo ( Vo)» AÂUER Vo)» 9. Tnp-A = Yn 1{ Vo); 


À 


la formule (2) deviendra 


EPA ADR A 5 à { (AUTANT 
[Lo (Vo ) DV); CIE by Vo): mo [Vo 3 
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et l’on peut faire en sorte (n° 182) que Ÿ soit une fonc- 
ion entière d’un degré inférieur à v. Alors l'équation 
(OA 4 ( V) — Z) — 0 

admet la racine V, de l'équation (4). Soient 

(6) Va VASE EN ER 


les y racines communes aux équations (4) et (5), et po- 
sons 
XV, 20) =(V—Vi)(V— Vi)... (VV, ); 


les coefficients de l'équation 
(7) AVES 0 


sont rationnels après l’adjonction de 3, : je dis que cette 
équation est irréductible. En effet, si le contraire a lieu, 
soit G(V, z,) le diviseur irréductible de A(V, Zo) qui 
s’annule pour V = V,; on aura (théorème 111) 


Là [ 
PEN eV, rc) ml m(Vez LA 


Z13 223 +, Zp_1 Étant des racines de l'équation (2) dis- 
unctes de 2, ; l'équation 
&{V, 20) na À 

n'admettra qu’une partie des racines (6), et l’une de ces 
racines, V, par exemple, devra satisfaire à une équation 
telle que 
(8) HV AE 

Effectuons la division de Ÿ (V)— z par (V, z)jus- 
qu'à ce que nous parvenions à un reste de degré inférieur 
au diviseur; désignons par O(V, z) ce reste, ét par 
IV, :)le quotient de la division; on aura 


EVA he sms) Vi z) + O(V,z); 
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par hypothèse, Y(V)— x, est divisible par AV, 2); 
ce polynôme l’est donc aussi par &(V, z0), et en consé- 
quence, le reste O(V, z) de la précédente division, se 
réduit identiquement à zéro pour z = 0: Alors, par un 
raisonnement déjà employé, nous concluons que le même 
reste est nul pour 3 —z,, etl'on a 


TUV) et EN dr LIEN, Zi). 


Maintenant nous avons supposé que V, est une racine 
de l'équation (8) ;ona donc 


(Vi) LEURS 


ce qui est impossible, puisque V, est racine de l’équa- 
tion (5), et que z, est différente de zo. 

Nous concluons de là que l'équation (7) est irréduc- 
tible, en sorte qu’elle devient l'équation résolvante, 
après l’adjonction de z9. Le système conjugué propre à 
l'équation proposée se compose alors des w substitutions 
qu'on exécute en remplaçant V, par chacune des quan- 
tités (6) dans la permutation des racines 


bo ( Vo)» Dit Vos ++. bn-1 (Vo) 


2 

D'ailleurs les quantités (6) sont celles des racines de 
l'équation (5) qui appartiennent à la résolvante primi- 
tive; donc les substiwtions dont nous venons de parler 
sont celles par lesquelles la valeur numérique z9 de la 
fonction # RE A'ÉSELEE Den reste invariable. 


SS4. Tuéorime VII. — Le nombre p étant premier, 
soit y = up l'ordre du système conjugué G propre à une 
équation f (x)= 0. St l'on peut former avec p. substitu- 
tions de G un système conjugue F qui reste invartable 
quand on exécute dans les cycles de toutes ses substitu- 
tions les diverses substitutions de G, il suffira d'extraire 
la racine pi°®e d'une certaine quantité rationnelle, et 

S.— Alg. sup., UE. 42 
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d'adjoindre cette racine pénaà l'équation, pour queT 
devienne le système propre à cette équation. On suppose 
que les racines pièrss de l’unité font partie des quantités 
précédemment ad jointes. 

Soient 


(x) 157945 D2x che So 
les substitutions du système [', et T une substitution 


de G qui n'appartienne pas à L; on aura, par hypothèse, 
quel que soit r, 
(2) ADI ES 


— Ÿ j9 


j étant un indice convenablement choisi. Si le système 
des puissances de T 
P ) 


(3) PATATE NS. Sdpe 


d'ordre £, a quelques substitutions communes autres que 
l’unité avec le système (1), soit T* la plus petite puissance 
de T contenue dans ce système. En multipliant les sub- 
stitutions (1) par les substitutions 


{ L] fi Tr ._. ? hr 3 


on obtiendra les ua produits 


æ 
| I, 54; 52, RTS Sy—1 3 
À HSDPA MI RS au Ts 
(4) | | 
| M PU Lente Pope De M a dr 


qui seront distincts : Car, si l’on avait 


T'S, te T;:; S 


on en conclurait 
— 1 
Te Ses: 
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ce qui ne peut pas avoir lieu, puisque la substitution 
SzS7! fait partie du système (1), tandis qu’il n’en est pas 
ainsi à l'égard de T} à cause de j x. Ensuite le produit 
de deux quelconques des substitutions (4) peut être ra- 
mené par la formule (2) à la forme 


Ts2+/ S je ou T’ Sz., 


h étant < , et ce produit est l’une des substitutions (4). 
Ces substitutions forment ainsi un système conjugué 
d'ordre px; elles sont d’ailleurs contenues dans le sys- 
tème G dont l’ordre est up: donc up est divisible par ua 
et p par «; il s'ensuit que + est égal à 1 ou à p, puisque p 
est un nombre premier. Siaæ = 1, la substitution T appar- 
tient à l', ce qui est contraire à l'hypothèse. Ainsi æ —p; 
mais alors le système (4) contient up substitutions, et, 
par conséquent, iln’est autre que le système G. Les puis- 
sances de T contenues dans T sont donc 


NTANIRe D PATREU, 
et l’on a 
TP Tr: 
on a d’ailleurs évidemment 
(k—i)p=ou<Tt—1, Ap—gt, 


q étant un entier, ceflqui exige que g — 1, en sorte que 
l’ordre de la substitution T est nécessairement égal à p 
ou à un multiple de p. 

Cela posé, soit O une fonction rationnelle des 7 ra- 
COS Las Los rs Ty. de l'équation f(x) — 0, telle 
que les 1.2.3...n fonctions qu'on en déduit par les 
substitutions aient des valeurs numériques inégales. 
Exécutons sur cette fonction les x substitutions (1)der 
et désignons par 


(3) O5; O,, ®, ..… Ou1 
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les résultats obtenus. Prenons enfin une fonction ration- 
nelle et symétrique 8 des w quantités (3); on pourra faire, 
par exemple, 


(4) (fe 6) ee, 1e 


© désignant ici une indéterminée. 

La fonction 8 est invariable par les substitutions de F, 
mais elle varie par toute autre substitution ; exécutons 
sur cette fonction les puissances de la substitution a 
SavOIr : 

LES ES NA TEE, 
et désignons par 6; le résultat obtenu par la substitu- 
uon Ti. Représentons aussi par & une racine de l'équation 


XP — ] 


NS O, 





ee I 


et posons 
(05 + «9, +- a 0e RP CRI Ca 2 


la fonction Q est évidemment invariable par la substitu- 
uon T qui a pour effet de déplacer circulairement les 
quantités 

Qos: brins , HJOArE 


elle ne varie pas non plus par les substitutions de : RS 


car on a , æ 
ô; #4 À Ûo , 


et, en exécutant une substitution S, 
D 0 SNDOS ENT SA = TONER 


On peut conclure de là que la fonction Q est invariable 
par toutes les substitutions du système G, qui est actuel- 
lement propre à l'équation proposée. Il s’ensuit que la 
valeur de Q est actuellement connue : si donc on adjoint 
à l'équation le radical 


va, 
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la fonction 
ide 


sera connue. 

Les seules substitutions qui laissent cette fonction in- 
variable sont celles de F', et, par conséquent, d’après le 
théorème VI, F devient, par l'adjonction de VQ, le Sys- 
tème conjugué propre à l'équation. 


585. Les propositions que nous venons d'établir per- 
mettent d'aborder la solution de ce problème : 


Dans quel cas une équation est-elle résoluble par 
radicaux ? 


A cet effet, Galois observe que, dès qu'une équation 
est résolue, une fonction quelconque de ses racines est 
connue, même lorsqu'elle n’est invariable par aucune 
substitution. En conséquence, lesystèmeconjugué propre 
à l'équation ne contient plus alors que la seule substi- 
tution identique, celle qui est égale à l'unité. 

La solution du problème qui a pour objet la résolution 
d'une équation doit donc consister dans l’abaissementsuc- 
cessif de l’ordre du système conjugué propre à l'équation. 


« Suivons, dit Galois, la marche des opérations pos- 
» sibles dans cette solution, en considérant comme opé- 
» rations distinctes l'extraction de chaque racine de de- 
» gré premier. 

» Adjoignons à l'équation le premier radical extrait 
» dans la solution. Il pourra arriver deux cas : ou bien, 
» par l’adjonction de ce radical, l'ordre du système con- 
» jugué propre à l'équation sera diminué (1); ou bien, 
D OT DONS, EE A 


() J'indique par des italiques les légers changements que nécessite 
ici l'emploi exclusif des systèmes de substitutions que nous avons adoptés 
au lieu des groupes de permutations dont Galois fait usage. 
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») 


}) 


)) 


)) 


celte extraction de racine n'étant qu'une simple pré- 
paration, le système propre à l'équation restera le 
F 
même. 
» Toujours sera-t-il qu'après un certain nombre fini 
d’extractions de racines, l’ordre du système propre à 
l'équation devra se trouver diminué, sans quoi l’équa- 
Uon ne serait pas soluble. 
» S1, arrivé à ce point, il y avait plusieurs manières 
de diminuer l’ordre du système propre à l'équation 
proposée par une simple extraction de racine, il fau- 
drait, pour ce que nous allons dire, considérer seule- 
ment un radical du degré le moins haut possible parmi 
tous les simples radicaux, qui sont tels, que la connais- 
sance de chacun d’eux diminue l’ordre du système 
propre à l'équation. 
» Soit donc p le nombre premier qui représente ce 
degré minimum, en sorte que par une extraction de 
racine de degré p on diminue l’ordredu système propre 
à l'équation. 
» Nous pouvons toujours supposer, du moins pour ce 
qui est relatif au système propre à l'équation, que, 
parmi les quantités adjointes précédemment à l’équa- 
on, se trouve une racine pi%e de l'unité ; car, comme 
cette expression s'obtient pardesextractions de racines 
de degrés inférieurs à p, sa connaissance n’altérera en 
rien le système propre à l'équation. » 


On voit ici toute l'importance des théorèmes IIE et IV. 


Dans l'hypothèse admise, le système conjugué propre à 
l'équation quiest actuellement G se réduit à un système T 


d'ordre inférieur; il en résulte, d’après les théorèmes II 
et IV (corollaire), que l’ordre de FL est un diviseur de 


l'ordre G, et que ce système reste invariable quand on 
exécute dans les cycles de toutes ses substitutions l’une 
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LE 


quelconque des substitutions de G. Et réciproquement, 
d’après la proposition VII, G étant le système d’ordre 

— pp actuellement propre à l'équation, si l’on peut 
trouver un système F d’ordre y qui soit contenu dans G, 
et qui reste invariable quand on exécute les substitutions 
de G dans les cycles de toutes ses substitutions, F devien- 
dra, par l'extraction d'une racine piè"e et par l’adjonction 
de cette racine, le système propre à l'équation. 

Ainsi ces propositions découvertes par Galois, et dont 
nous avons donné des démonstrations complètes et rigou- 
reuses, indiquent la condition nécessaire et suffisante 
pour l’abaissement de l’ordre dusystème conjugué propre 
à l'équation. 

Cet ordre ayant été abaissé une première fois par l’ad- 
jonction d’un radical, on peut raisonner sur le nouveau 
système conjugué comme sur le précédent, etil faudra 
qu'il se réduise aussi de la même manière, et ainsi de 
suite, jusqu'à ce qu'on arrive à un système qui ne con- 
tienne plus que la seule substitution égale à l’unité. 


888. Il est aisé d'observer cette marche, comme l’a re- 
marqué Galois, dans la résolution connue de l'équation 
générale du quatrième degré. 

Soient 

2 PR c PONE  / 


les racines. Le système conjugué G propre à l'équation 
est ici le système des 1.2. 3. 4 — 24 substitutions des 


quatre racines, et l'on obtient (n° 443), en faisant le pro- 
duit des quatre systèmes, 


1, (a, b)(c, d}, 

1, (a,c)(b,d), 

1, (b,c, d), (b,d,c), 
dbiic. 
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L'équation dont il s’agit se résout au moyen d’une 
équation du troisième degré, laquelle exige l’extraction 
d’une racine carrée. Dans la suite naturelle des idées, 
c’est par cette racine qu'il faut commencer. En adjo1i- 
gnant cette racine carrée à l'équation proposée, on réduit 
à 12 (théorème VIT) l’ordre du système conjugué propre 
à l'équation, lequel devient alors égal au produit des trois 


a, bje, d), 
a, c)(b, d), 


ira 
bd, c, d), (b, d, c}. 


1, | 
1, | 
Maintenant, par l’extraction d’une racine cubique, on 
réduira à 4 l’ordre du système propre à l'équation; ce 
système est le produit des deux 


1, (a b}{e, d), 
1, (a, c)(b,d). 


L’extraction d’une racine carrée réduira à 2 l’ordre du 
système qui deviendra ainsi 


1, (a, b){c,d); 


enfin, par une dernière extraction de racine carrée, le 
système propre à l'équation se réduit à l'unité; alors 
l’équation est résolue. 


Suite des recherches de Galois. — Applications aux 
équations irréductibles de degré premier. 


987. Les applications de la théorie que nous venons 
d'exposer offrent encore bien des difficultés (1). Nous 
oh 2 9 PAR Rs AA L6 

(') M. C. Jordan a présenté à l’Académie des Sciences des recherches 
nouvelles sur ce sujet. 
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nous bornerons à celle que Galois en a faite aux équa- 
tions irréductibles dont le degré est un nombre premier. 


Lemmr. — Une équation trreductible de degré pre- 

. . A . , . . n 
mier ne peut devenir réductible par l adjonction d'un 
radical dont l'indice serait autre que le degré méme de 


l’e 
equation. 


En effet, supposons que l'équation irréductible 
(1) DNS Le Os 


de degré premier », devienne réductible par l’adjonction 
d’un radical. Comme l’extraction d’une racine de degré 
composé se ramène à des extractions successives de ra- 





cines de degrés premiers, on peut supposer que l'indice 
du radical dont il s’agit est un nombre premier. Seule- 
ment, si la quantité soumise à ce radical ne fait pas parue 
des quantités actuellement connues, on devra la regarder 
comme adjointe à l’équation. 

Cela posé, soit 7» le plus petit nombre premier tel, 
que l'équation (1) devienne réductible par l’adjonction 
d’une racine d’une équation de la forme 


(2) 2 — À, 


À étant une quantité connue ou une quantité dont l'ad- 
[a A | sk | 
jonction laisse l’équation (1) irréductible. Les racines 
de l'équation 


(3) z — 7} 


peuvent être regardées comme faisant partie des quan- 
tités connues, en ce sens que ces racines s’obtiennent par 
des extractions de racines de degrés inférieurs à m, et 
que, d’après notre hypothèse, leur connaissance ne suffit 
pas pour effectuer la réduction de l'équation. 

Soient 7 une racine de l'équation (2) et æ une racine 
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primitive de l’équation (3); les racines de l'équation (2) 
seront 
LA TSE T, AVIS AN ECS 


Maintenant, si l’adjonction de r réduit l'équation (1), 
soit o(x, 7) le diviseur irréductible de f(x) qui a le 
moindre degré; le polynôme f(x) sera divisible par 
chacune des fonctions 


re Ne EN £ sn MA p\ 
pit, Fr}, pi, ar), ss PT, CG Tr). 


Le produit de ces diviseurs est une fonction symétrique 
des racines de l'équation (2), et, par suite, il est expri- 
mable rationnellement par les quantités connues; d’ail- 
leurs ce produit ne peut s’annuler que pour les valeurs 
de x qui sausfont à l'équation (1); donc, puisque cette 
équation est irréductible, le produit dont il s’agit est né- 
cessairement une puissance de f(x), et l’on a 


(4) Lx) ]7 "y æ, r)p(x, ur) ur o(x, Lie dE 


Si les deux équations 


PI Ar NE 0, A rl en 

ont une racine commune, elles ont toutes leurs racines 
communes; Car, si le contraire avait lieu, les premiers 
membres de ces équations auraient un diviseur commun 
(x, r) qui serait rationnel relativement aux quantités 
connues, et o(x, r)ne serait pas le diviseur de f (x) du 
degré minimum. | 

Alors, si l’on extrait la racine gi"e des deux membres 
de la formule (4), on aura un résultat de la forme 


(S) f(x) 7e px, r') (x, ar) (ne 67 SAISIE ie 


a, 6,..., € désignant des racines de l'équation (3). Mais, 
le degré de f(x) étant un nombre premier, la formule (5) 
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ne peut avoir lieu que si les polynômes ® sont du premier 
degré, et la formule (4) montre que 7n est divisible par #1; 
d’ailleurs 77 est premier : donc on am = 1n. 


Conozzaire. — Une équation irréductible de degre 
premier ne peut devenir réductible, à moins que le sys- 
tème conjugué qui lui est propre ne se r'éduise à la seule 
substitution égale à l'unité. 

En effet, d’après le lemme précédent, si l'équation pro- 
posée se réduit, son premier membre se décompose en 
facteurs linéaires, et, par suite, elle se trouve résolue. 


SR. Il nous reste à faire connaître les théorèmes par 
lesquels Galois a exprimé la condition de résolubilité des 
équations de degré premier. 


Tréorèue 1. — Siune équation irréductible f(x)= 0, 
d'un degré premier n, est résoluble par radicaux, ses 
n racines pourront étre représentées par Xz [l'indice z, 
pris suivant le module 7, devant être réduit à l’un des 
nombres 0, 1,2, ..., (7—1)}, de telle manière que le 
système conjugué actuellement propre à l'équation ne 
renferme que des substitutions linéaires et entières, 


; Ltd j : U'ze1D 
c’est-à-dire des substitutions de la forme ) 


a et b étant des constantes. 


En effet, l’adjonction successive de quantités radicales 
réduira, par hypothèse, à l'unité le système conjugué 
propre à l'équation, et, d’après le lemme précédent, cette 
équation restera irréductible jusqu’à la dernière adjonc- 
tion. Celle-ci, qui est celle d’un radical d'indice x, opère 
non-seulement la réduction, mais encore la résolution de 
l'équation (n° 587), et, d'après le théorème du n° 580, 
elle divise par 2 l’ordre du système conjugué propre à 


l'équation. 
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Donc, immédiatement avant d’être réduit à l'unité, 
l’ordre du système propre à l'équation sera égal à n. 
Mais, quand l’ordre d’un système conjugué, relatif à un 
nombre premier 7 de lettres, est égal à 7, le système 
se compose des puissances d’une substitution circulaire 
d'ordre 7 (n° 426, corollaire LIT); donc l’avant-dernier 
système propre à l'équation sera formé par les puissances 
d’une substitution qui sera représentée par 


d + ) 
9 
Z 
si les 2 indices ont été convenablement distribués entre 


les 7 racines. En d’autres termes, le système dont il s’agit 
se composera des 7 substtutions linéaires de la forme 


(AE 


\ 


où l’on doit donner à D 2 valeurs congrues aux nombres 
(EPA DEC FRE CE à he Li 


suivant le module », les indices étant pris, comme nous 
l'avons dit, suivant le même module. 

Cela posé, ik dis qu’en remontant de cet avant-dernier 
système jusqu” à celui qui est actuellement propre à l'é- 
quation, on ne rencontrera dans chaque système que des 
substitutions linéaires et entières de la forme 


az + b 
Z 


Cette proposition étant établie à l'égard de l’avant-dernier 
système, 1lnoussuffit de démontrer que, si elle alieu pour 
un système quelconque f, elle subsiste pour le système CG 
qui précède immédiatement F dans l’ordre des réduc- 
uons. À cet effet, remarquons que, si F n'est pas l’avant- 
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dernier système, il renferme néanmoins les substitutions 
de celui-ci; soit S; l'une d’elles, on aura 


+ 6 
ë 


6 étant l’un des nombres 1, 2, 3, …, (za — 1). Mainte- 
nant, si l’on désigne par T l’une quelconque des substi- 
tutions de G, on aura, quel que soit à, par le théorème 


du n° 581, 
TS;T_i—S;, ou TS;—S,T, 


Sj étant une substitution de T : cette égalité exprime que 
S ; est une substitution semblable à S;: en conséquence, 
cette substitution est circulaire. Or, d’après notre hypo- 
thèse, le système T ne renferme que des substitutions 
linéaires et entières; il s’ensuit que ce système ne peut 
avoir deux substitutions circulaires S; et S ; d'ordre 7 qui 
ne seraient pas puissances l’une de l’autre, car autrement 
il contiendrait les 7? produits de la forme S*S/ qui 
seraient tous distincts, et cela est impossible, puisque le 


_ nombre total des substitutions linéaires est seulement 
on (7 — 1). Ainsi S; est une puissance de S;, et l’on a 





Z3+-4a 
= | a. 


# 
Posons 


._ on aura 


Z 


TS, — (he + ea HAUTE (ER +- ni 


et, par conséquent, 


F(z2+6)—F(z) + a; 


si l’on remplace z successivement par z2+6,z+26,..., 
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z + Z6, 1l viendra 


enfin, si dans la dernière de ces égalités on pose 6 =1, 
z—0, F(o)= Bb, on aura 

F(Z) — 42 +6; 
a et b étant des constantes. Ainsi le système G ne ren- 
ferme que des substitutions de la forme 


di 4 


Cette conclusion s'applique en particulier au sysième qui 
est actuellement propre à l’équation. 


989. Taéorèmes Il. — Réciproquement, st le système G 
actuellement propre à l'équation irréductible Gi (x) — 0 
de d egre premier n ne renferme que des substitutions de 


He 
}» 
Z 


l'équation est résoluble algébriquement. 


la forme 


En effet, désignons par « une racine de l’équation 


x? LT 
(1) F0, 
7 heat | 


et par 7' une racine primitive pour le nombre premier 7; 
posons en outre 


PE LUE e $ 2 | nil \r 
J ——. PA ira (4 dt à r —- (#4 és f Dyp —}- . a” 1x n—1 Le 
\ 21 us 
{ 7 une È ! Ms — À 
(2) pe —= (x + AL, HA Ton +. HET DAMES 
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Toute substitution du système G est le produit d’une 
puissance de la substitution 


(3) ) 


par une puissance de la substitution 


(® Us 


Les quantités 
(5) X:, 29 X,:, ..., X ,n—2 


sont invariables par la substitution (3) (n° 494), et elles 
sont déplacées circulairement par la substitution (4); 
donc toute fonction £ des quantités (5), qui reste inva- 
riable par la substitution (4) effectuée sur les indices 
des fonctions X, est une fonction des racines x, ri, …, 
Ln_1 Qui estinvariable parles substitutions du système G; 
par conséquent (n° 578), cette fonction E est rationnel- 
lement connue. 

En particulier, si l'on désigne par À une racine de 
l'équation 
(6) HA 0 


et que l’on fasse 


Lui 
= 


PRE CSS ARTE K na) le 





la quantité £ sera connue; donc la quantité 


n—1 


XI+HAX,+ XX: +...+ 72 Xyn—è— V 


ti] 


sera elle-même connue après l'extraction d’une racine de 
degré n —1. 

En prenant successivement pour À chacune des racines 
de l'équation x"! —1=0, On aura 2 — 1 équations qui 
feront connaître les quantités (5 ); ensuite, si l’on extrait 
la racine 2\°°° des équations (2), on aura un système de 
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n—1 équations du premier degré qui détermineront 
les z racines x, puisque la somme de ces racines est 
connue. 

Ainsi l'équation proposée est résoluble algébrique- 
ment dans notre hypothèse. 


590. Au moven des théorèmes qui précèdent, Galois a 
y ) 

pu énoncer, comme il suit, la condition de résolubilité 

des équations irréductibles de degré premier. 


Taéorëme II. — Pour qu'une équation irréductible 
de degré premier soit résoluble par radicaux, il faut et 
il suffit que la résolvante de Lagrange ait une racine 


rationnelle. 


En effet, cette résolvante de degré 1, 2,3,...,(n—2) 
a pour racines les diverses valeurs que prend, par les 
substitutions des racines x, une fonction symétrique des 
quantités (5) du n° 589, par exemple la fonction 


(XX = Xe: OURS 


où X représente une indéterminée. Or il résulte des“ 
théorèmes I et IT que, si la proposée est résoluble, cette, 


quantité est connue quel que soit X; donc la résolvante 


dont elle dépend doit avoir une racine rationnelle. 
Réciproquement, si la résolvante a une racine ration- 

nelle, la proposée est résoluble; car, dans ce cas, la fonc- 

tion que nous venons de considérer est connue, quel que 


: 


soit X : c’est la racine rationnelle de la résolvante; or* 


cette fonction n’est invariable que par les seules substitu- 


; ae e-0 
tions de la forme ( 


quation ne renferme que de telles substitutions (n° 83 ), 


| : donc le système propre à l’é-4 
Z 


et par conséquent (n° 989 }" l'équation proposée est ré- 


soluble. 


Mn. 7 nt 
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591. La condition de résolubilité que nous venons de 
trouver peut encore être formulée d’une autre manière : 
tel est l’objet des propositions suivantes : 


Taéonème IV. — Sx une équation irréductible de de- 
gré premier est résoluble par radicaux, les racines 
sont toutes exprimables en fonction rationnelle de deux 
quelconques d’entre elles. 


En effet, d’après le théorème I, le système conjugué 
qui est actuellement propre à l'équation ne renferme que 


nt b 
des substitutions de la forme he F} + Or une telle sub- 


stitution, qui ne se réduit pas à l’unité, déplace les 7 in- 
dices si a = 1, et elle déplace 72 —7r indices si a est 
différent de 1. Il résulte de là que, si l’on adjoint à l’équa- 
ton deux racines 
Los T6, 

le système propre à cette équation ne pourra plus con- 
tenir que la seule substitution égale à l’unité; car, d’après 
le théorème du n° 585, les substitutions de ce système ne 
peuvent déplacer les indices « et 6. Donc, les racines x, 
et æe étant regardées comme connues, toutes les autres 
racines sont en même temps rationnellement connues. 


992. Taéorime V. — ARéciproquement, si toutes Les 
racines d'une équation irréductible de degré premier 
sont exprimables rationnellement en fonction de deux 
quelconques d’entre elles, l'équation est résoluble par 
radicaux. 


En effet, soient x,, x; deux racines quelconques de 
l'équation proposée 
(1) FAURE » 
Soient G le système conjugué actuellement propre à 
l'équation, l ce qu'il devient après l’adjonction de x, et 
S. — Alg. sup., 1. 43 
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avant celle de x,. Soit aussi 
(en | ENVIE 0 


l’équationirréductible quenousavons nommée résolvante 
et dont le degré exprime l’ordre du système G. 

L’équation (2) devient réductible par l’adjonction 
de x,, car soit V, l’une de ses racines, x, est exprimable 
en fonction rationnelle de V;; et si l’on pose 


gaie Nr Vous 


on pourra supposer (n° 182) que Ÿ soit une fonction 
entière de degré inférieur à F (V). La racine V, est ainsi 
commune à l'équation 


Y(V)—æ= 0 


et à l'équation (2); par conséquent celle-ci cesse d’être 
irréductible. Mais alors la réduction s'opère (n° 580) 
par la décomposition de F(V) en p facteurs du même 
degré, p étant un diviseur du degré de l'équation auxi- 
liaire irréductible dont dépend la racine adjointe. Iei 
cette équation auxiliaire n’est autre que la proposée elle- 
même dont le degré est le nombre premier 2; par consé- 
quent on a p—n. Ainsi l’ordre du système Test la 
nième partie de l’ordre G. 

Passons à l’adjonction de la racine x. La racine x, fai- 
sant actuellement partie des quantités connues, la ra- 
cine x, qu'il reste à adjoindre, est racine d’une équa- 
tion irréductible 


(3) fre, L28 = ©, 
f(x) 


dont le premier membre est égal au quotient ou 
P« av — 


œ 


à un diviseur rationnel de ce quotient, et, par hypothèse, 
l'adjonction de x, doitréduire à l’unité le système propre 
à l'équation, lequel est actuellement F. Mais, en vertu 


L 
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du théorème du n° 580, par l’adjonction dont il s’agit, 
l'ordre du système propre à l'équation est divisé par un 
facteur m du degré de l’équation auxiliaire, lequel est au 
plus égal à 2 — 1 ; donc l’ordre de T est égal à m, et par 
suite l’ordre de G est égal à 7m. 

Le système G ne peut renfermer une substitution qui 
laisserait deux indices immobiles, car, les racines étant 
exprimables rationnellement par deux quelconques 
d’entre elles, supposons que l’on ait 





By Pa Le) ip PAT IE 2 D(Xe, Xc) 


k Fi Re 
les différences 
D a en te 

sont actuellement connues, puisqu'elles sont nulles; or 
une substitution autre que l'unité, qui laisserait immo- 
biles les indices « et 6, ferait varier quelques-unes de 
ces différences. Une telle substitution ne peut donc 
appartenir à G (n° 578), et, par suite, àT. 

Maintenant le système T° se compose de celles des sub- 
sututions de G qui ne déplacent pas l'indice « (n° 583); 
donc il y a dans G, outre l’unité, m — 1 substitutions qui 
laissent l’indice & immobile, et, comme on peut en dire 
autant des autres indices, on voit que le système G ren- 
ferme (m—1)7+10ou mn—(n—1)substitutions qui ne 
déplacent passimultanémentlesnindices.Donclenombre 
des substitutions de G qui déplacent tous les indices est 
égal à 2 — 1 ; je dis que ces substitutions sont circulaires 
et puissances les unes des autres. En effet, soit T l’une 
de ces substitutions ; décomposons-la en cycles, et soit 


T=C,C C;. . 


l’ordre de T est un diviseur de 7m; si donc T ne se ré- 


duit pas à un cycle unique d’ordre n, l’ordre de cette 
substitution sera égal à un diviseur d de m. Dans notre 


43. 


676 COURS D’ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


hypothèse la substitution T déplace toutes les racines : 
elle n’a donc pas de cycles du premier ordre, et elle est 
irrégulière, puisque le nombre 7 des lettres est premier. 
Soit 0 l’ordre du cycle le moins élevé: la substitu- 
tion T° laissera deux lettres au moins immobiles : donc 
elle ne peut appartenir à G; par conséquent la substi- 
tution T ne peut elle-même faire partie de G. 

Ainsi le système G renferme une substitution circu- 
laire T de l’ordre 7, et les puissances de T sont les 
seules substitutions de G qui déplacent tous les indices. 
Alors, si l’on désigne par 
(1) RES FOOD SP EEE 


les substitutions de F, on obtiendra le système G en 
multipliant les substitutions (1), soit à droite, soit à 
gauche, par le système conjugué 


(2) TD Es TOUTE 
formé des puissances de T. Deux des produits ainsi 
obtenus sont en effet distincts et ils font partie de G. 


Cela étant, on peut distribuer les indices o, 1, 2, ..…. 
des lettres x desmanière que la substitution T soit 


D Un ËS 
z 


/ 


és (#1) 


une substitution quelconque deG; la substitution UTU=! 
semblable à T fait partie de G, elle est circulaire, et elle 


Désignons alors par 


coïncide, d’après ce qui précède, avec l’une des puis- 
sances de T ; ainsi l’on a 

UTUS TL, ou BST, 
a étant un exposant convenable. Cette égalité revient 


F(z+1)—=F(z) +a; 


, r 
Ce fe, rs ch RES RS à ne. ft ns ES fine «0 de él ndé  - 


Le CR. 
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remplaçant successivement z par z2+1, Z2+2, :.., 
z + Z, on trouve 


Fiz+Z)=F(z) + az; 
faisant enfin z — 0, F(o) = b, il vient 
EF(Z) = a + b:: 
ainsi le système G ne renferme que des substitutions de 


la forme az + b; donc l’équation proposée est résoluble 
d’après le théorème IT. 


593. La théorie que nous venons d’exposer fournitune 
démonstration nouvelle de l'impossibilité de résoudre 
algébriquement les équations générales au delà du qua- 
trième degré. Effectivement, dans le cas de l’équation gé- 
nérale du cinquième degré, la condition du théorème IV 
n’est pas remplie, et par conséquent l’équation n’est pas 
résoluble. L'impossibilité de résoudre l'équation générale 
du cinquième degré entraîne d’ailleursla même impossibi- 
lité à l'égard des équations générales de degré plus élevé. 


Recherches de M. Hermite. 


994. Il ne sera pas inutile de présenter 1C1 une analyse 
remarquable que M. Hermite m’a communiquée, et qui 
a pour objet la démonstration de ce théorème de Galois : 


Etant données deux quelconques des racines d’une 
équation irréductible de degré premier, soluble par 
radicaux, les autres s’en déduisent rationnellement. 

LEmvE I. — Soient 

ME E20 
une équation irréductible de degré quelconque n, et 
Lo) CAE Lo; ss Ln-1 
ses n racines. Si toutes les fonctions des racines 1in- 


[4 
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variables par les substitutions de la Jorme xx, ny 
k 


k + 1 
ou ( a les indices étant pris comme fait Galois, 


es le module n) sont rationnellement connues, on 
pourra déterminer rationnellement une fonction en- 
tière p(x ) du degré n — 1, telle que l'on ait 

re Ex p(Xo); La p(æt:), nee Lr1 = 9(xr), cs ni = p(x no). 


On a, en effet, 


F(xz)={(x—x;) (z— 2m) (re PEU 


et, si l’on pose 








Eee F{x) TER F{x) 5 de 028 Le) EE 
A TX — F'(x) LP RR TS F'(zx) FI IT F2 


il est évident que o(x) sera une fonction entière du de- 
grén — 1 en x et que ses coefficients seront des fonctions 
des racines invariables par les substitutions de la forme 
Lky Lr15 On VOIt aussi immédiatement que l’on a 


AUTRE RTE DITS LRU 
ce qui démontre la proposition énoncée. 


595. Levwe II. — Si une équation irréductible de de- 
gré premier n est telle, que toutes les fonctions des ra- 
cines invariables par les substitutions de la forme xx, 
Lix1, €t de la forme xx, x x £ désignant une racine 
primitive de n, soient rationnellement connues, on 
pourra déterminer rationnellement une fonction en- 
ère de o (x) de degré n—1, telle que l'on ait 


( Li + Te de Nas RUES AT Dre gages o (ral, 


(ro + À Hot ah t- MECS +... + AP? ne2 à Ps o (1), 


Dis =D Re n—1_— 
(Tr + A Totn1 + À Ltn1 tee. ni Et) = p(rin) 
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les indices étant pris toujours suivant le module n et À 
désignant une racine de l'équation binôme À"-'=1. 


Pour démontrer cette proposition, nous ferons voir 
que le système des équations linéaires ainsi posées entre 
les coefficients indéterminés de la fonction y n’est pas 
altéré lorsqu’à la place d’une racine quelconque xx on 
met æx4, et aussi quand on remplace xx par xx. 

Le premier point est évident, puisque chaque équa= 
tion se déduit de la précédente en ajoutant une unité 
aux indices des racines, et qu’en opérant de la sorte sur 
la dernière on reproduit la première. 

Le second point se vérifie aussi immédiatement par 





rapport à l'équation 

ee ra Mme" EP (to); 
__ carla (72 — 1)*"° puissance de la fonction linéaire 
| Æy + Ale + Mases ts A ar? 


ne change pas quand on multiplie cette fonction par À; 
WL0r cela revient à multiplier les indices des racines par p, 
| ce qui ne change pas non plus le second membre o(Xo)- 
__ Mais les autres équations du système ne se comportent 
plus de même. Dans l’une quelconque d’entre elles 


ir n—1 — ) 
(ærieer À Lota 227)? Lite es 7 xp ) sn Ÿ (Ta ; 


faisons « =p" (mod. 7), ce qui est possible, puisque & 
ne recoit plus la valeur zéro; il viendra 


! ? DTA ES fn—2 rs APE 
D) (opera Te ee A re) pren), 


et, en multipliant les indices par p, 


: | \ 


2) (gti + À L2+ si +)? Loterie. POUR: Tnt gt +1) ete p{arer+1) . 
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Or la (nr — rte puissance de la fonction linéaire 
Lotot+1 —- À te ou+1 +, .. + TS Toni pobt1 


ne change pas quand on multiplie cette fonction par À; 
au lieu de l’équation (2), on peut donc écrire la suivante : 


> A Ris 
(ant, ut + ÀX ppt —+ À Too +... 


} }2--2 he LES r. ANSE PSP v+4 
— SE 21 L'es À A 
\ «À ç a CL Ce — e #7 reLau . 


Or, en remarquant que p#7'=1 (mod. 7), on reconnaît - 
que celle-ci se déduit de l'équation (1) par le change- 
ment de u en u+r. 

Il suit de là que la substitution Tx, Lx ne fait que 
permuter circülairement nos équations, rangées, à partir 
de la deuxième, suivant l’ordre des valeurs croissantes 
de u. En les résolvant par rapport aux coefficients de 9, 
on sera conduit à des fonctions rationnelles des racines, 
invariables par les substitutions x}, Li Et Tr, Lx; de 
sorte que ces coefficients s’exprimeront bien rationnelle- 
ment, Comme nous l’avons annoncé. Notre lemme est 
donc démontré, et l’on en déduit le suivant : 


996. Lemume III. —— Si une équation de degré premier 
est resoluble alsébriquement, l'équation de degré 
moindre d'une unité, qu'on forme en divisant son pre- 
mier membre par un de ses facteurs linéaires, appar- 
tient à la classe des équations abéliennes. 


«A 


En effet, relativement à l'équation de degré 7 —x, 
qu'on obtient par la suppression du facteur x — x,, et 
dont les racines ont été représentées par 

P P 


Titus Loto) Le +) oies LATE 


on connaît rationnellement la fonction résolvante 


. 


2 ne ; r—1 
Ce “4 NT a + Tears + ,.., + )2  Ly-2% 0) $ 
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597. Les trois lemmes que nous venons de démontrer 
permettent maintenant d'établir très-aisément le théo- 
rème que nous avons en vue. Faisons pour un instant 


Loto == X 7. 


Puisque nous connaissons (lemme HT), en fonction ra- 
tionnelle de x,, l'expression 


M NX A ne) D 


À 


nous devons pareillement regarder comme connue toute 
fonction rationnelle des racines X4, invariable par les 
substitutions de la forme X}, X4,,. Cela nous place dans 
les conditions du lemme I; ainsi nous pouvons former 
une fonction 9 telle qu’on ait généralement : 


Xy+: ne ? (X} | û 


D'ailleurs, les coefficients de cette fonction s’exprime- 
ront rationnellement par les quantités connues et la ra- 
cine x,; de sorte qu'en mettant cette racine en évidence 
nous aurons 


X y = 9 PR m3 ou Téh+l == pr hins Ti) , 


Or on peut prendre p*=6, 6 étant un entier arbitraire, 
mais essentiellement différent de zéro; il vient ainsi 


\ 
LS P (ess Le) . 





Cette équation exprime précisément la relation que 
nous nous proposiôns d'établir; elle montre très-facile- 
ment comment toutes les racines s’expriment de proche 
en proche, au moyen des deux racines arbitraires x,, 
Le, et met immédiatement en évidence dans quel ordre 
elles naissent ainsi les unes des autres. 


598. Il est aisé de démontrer que, réciproquement, la 
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relation précédente, admise entre trois racines x,,x,. , 
xs entraîne la résolution par radicaux de l’équation. 

À cet effet, soient 8 une racine de l'équation binôme 
bee es NT À 


F(8)= {x + 0x, + Pa +... + 0 NES 


la fonction résolvante de Lagrange. D'après la propriété 
caractéristique de cette fonction, on pourra, sans altérer 
sa valeur, ajouter aux indices des racines un nombre 
entier arbitraire &, et écrire 


F(0) = (Te ne LE re + CS +, ., + J'ÉTAIS in 


Cela posé, soit 6 un autre nombre entier arbitraire, mais 
différent de zéro, et prenons 6, de manière qu’on ait 


66=—=1 (mod. z); 
on voit immédiatement que l’on a 
F( 960 (a rue Lee QE CRIE 
etil est clair qu’en employant la relation 
Lea 9 (Léa Lai 


on pourra, par des substitutions successives, transfor- 
mer le second membre en une fonction rationnelle II des 
deux racines x,, x,,4, de manière à avoir 


FCI ee de) 


pour une valeur quelconque de l’indice arbitraire «. 
Cela étant, soit, comme plus haut, À une racine de 
l'équation binôme x*=! = 1, la fonction 
MI(rerée) LAN, Tate6) 
nr X°TI Kue: Lott6) M A : + PE 2 (ee Late 36) Les 


conserve la même valeur quand on met p6 au lieu de 6, 








SECTION V. — CHAPITRE V. 683 


c'est-à-dire qu’elle est indépendante de la valeur attri- 
buée à 6. Chacun des termes dont elle se compose est 
d’ailleurs indépendant de æ; donc, en la transformant, 
au moyen de la relation 


La+96 — a D) o(x +6 9 au 


en une fonction rationnelle des deux seules racines x, 
et x,., cette fonction devra se réduire à une quantité 
connue. Effectivement, si une fonction 


u =— Ÿ (cree à) 


conserve la même valeur, quels que soient les indices & 
et 6, le secondindice étantdifférent de zéro, on peut écrire 


om Ÿ 


n(r —1)}u — FREE 


relation dont le second membre est une fonction symé- 
trique de toutes led racines A Li. ner 

Il résulte de là que nous pouvons regarder les 7 —1 
quantités 


\ LEE , à ALT 
II ( Los lot )5 re, FE Re Ts Leo 36) 


comme les racines d’une équation abélienne résoluble 
par l’extraction d’un seul radical de degré ñn — 1. Or, 

ces quantités une fois obtenues, nous connaissons, pour 
toutes les valeurs de 6, excepté 6 — 0, la puissance n° 
de la fonction résolvante F(6%); donc, par l extraction 
de n—1 radicaux du niè° degré, nous aurons ces diverses 


ième 


fonctions résolvantes, et, par conséquent, les racines 
elles-mêmes. On sait d’ailleurs, par une observation 
d’Abel, que ces 7 —1 radicaux s'expriment rationnelle- 
ment en fonction de l’un d’entre eux et des quantités sur 
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lesquelles ils portent, quantités qui sont, comme nous 
venons de le dire, les racines d’une équation abélienne. 


Recherches de M. Kronecker. 


999. Je reproduirai ici, en terminant cet Ouvrage, la 
traduction textuelle d’un Mémoire de M. Léopold Kro- 
necker, communiqué par Lejeune-Dirichlet à la classe 
des Sciences mathématiques et physiques de l’Académie 
de Berlin, le 20 juin 1853 : 

« Les recherches entreprises jusqu’à présent sur la 
possibilité de résoudre les équations de degré premier, 
et particulièrement celles d'Abel et de Galois qui ont 
servi de point de départ à tous les travaux ultérieurs sur 
le même objet, ont eu pour principal résultat de con- 
duire à deux critérium à l’aide desquels on püût juger si 
une équation donnée est résoluble ou non. Mais, à vrai 
dire, ces critériumne fournissaient pas la moindre lumière 
sur la nature même des équations résolubles. On ne 
savait même pas si, en outre des équations traitées par 
Abel dans le tome IV du Journal de Crelle, et de celles 
qui seramènent immédiatement aux équations binômes, 
on ne savait pas, dis-je, s’il existait d’autres équations 
satisfaisant aux conditions données de résolubilité. En- 
core moins savait-on former de pareilles équations, et 
dans aucune recherche mathématique on n’en avait ren- 
contré. Ajoutons que ces deux théorèmes bien connus 
d’Abel et de Galois sur les équations résolubles étaient 
plus propres à en cacher la vraie nature qu’à nous la dé- 
couvrir, ainsi que je le montrerai plus particulièrement 
à l'égard de l’un de ces critérium. Le caractère propre 
des équations résolubles restait donc dans une sorte 
d’obscurité, et le seul travail qui jette quelque lumière 
Sur ce point, savoir : une Notice d’Abel sur les racines 
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des équations du cinquième degré à coefficients entiers, 
semble avoir été peu remarqué, sans doute à cause de son 
objet tout spécial. Mais la question ne pouvait être com- 
plétement éclaircie que par la solution du problème sui- 
vant : Zrouver toutes les équations résolubles. Car, une 
fois cette solution obtenue, non-seulement on peut trou- 
ver une infinité de nouvelles équations résolubles, mais 
on a en quelque sorte devant les yeux toutes celles qui le 
sont, et à l’aide de la forme explicite de leurs racines on 
peut trouver et démontrer toutes leurs propriétés. 

» À ces remarques sur le but et le résultat de mes re- 
cherches, je dois ajouter que, pour rendre lasolution pos- 
sible, il fallait encore transformer complétement le pro- 
blème qui vient d'être posé. La manière de formuler la 
question est, en effet, de la plus grande importance, et, 
de peur que la brièveté ne nuise à la clarté, je m'étendrai 
un peu sur ce point. 

» Abel, dans un Mémoire dont nous ne possédons que 
des fragments (t. Il, OEuvres complètes, n° XV), s’est 
proposé, entre autres problèmes, celui-ci : Zrouver l'ex- 
pression algébrique la plus générale qui puisse satisfaire 
à une équation algébrique d'un degré donné. Si l’on 
ajoute à cet énoncé ce qui est nécessaire pour rendre la 
question déterminée, 1l comprend tous les problèmes 
qu'on peut se proposer sur la résolution des équations, 
et il est le plus général qu’on doive substituer à ce pro- 
blème impossible : Exprimer en fonction algébrique 
des coefficients la racine d’une équation de degré quel- 
conque. Mais, ainsi qu'on vient de le dire, il fallait 
rendre la question déterminée en précisant la manière 
dont l'expression cherchée doit dépendre des coefficients 
de l'équation ; il convient donc de la poser comme il suit : 


» Trouver la fonction la plus générale de quantités 
données quelconques À, B, C, ..., qui satisfasse à une 
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équation d'un degré donné dont Les coefficients sont 
des fonctions rationnelles de ces quantités. 


» Observons qu'on doit supposer 1ci l'équation irré- 
ductible relativement à À, B, C, .., c’est-à-dire que, À, 
B, GC, ... restant quelconques, l’équation ne doit pas 
pouvoir se décomposer en facteurs d’un degré moindre 
dont les coefficients soient des fonctions rationnelles de 
As BNC RER RE URIA DORE ME problème précédent peut 


s’énoncer de cette manière : 


» Ætant donné un nombre entier n, trouver la fonc- 
tion algébrique la plus générale de À, B, C, ... telle 
que, parnu les expressions qu'on en déduit en attribuant 
aux radicaux leurs diverses valeurs, il y en ait n dont 
les fonctions symétriques soient rationnelles en A, B, 


Cas 


» Ce nombre 7 est aussi le degré de l'équation qui à 
pour racines les 7 expressions dont on vient de parler : 
dans le cas où il est le premier, Abel, dans le Mémoire 
cité, est parvenu à donner les deux formes suivantes aux 
expressions algébriques cherchées. La première est 


sl == 1 


(x) Po+ st + fs) +... fi (s)s m 


DS 


(tome IT des OEuvres complètes, p. 204), où p désigne 
le degré supposé premier de l’équation, p, une fonction 
rationnelle de A, B, CG, .…,s une fonction algébrique des 
mêmes quantités, et fx (s) une fonction rationnelle de# 
et de À, B, C, .... La seconde forme, qu'on trouve à la 
page 190 du même volume, est 


1 1 1 
(2) Pos RER SE ASE SE 


où po est une fonction rationnelle de A, B, C, ... et où 
R;, Ro, ... sont les racines d’une équation du degré 
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u — 1 dont les coefficients sont des fonctions rationnelles 
de À, B, CG, …. M. Malmsten a donné de ces deux formes 
une démonstration étendue (t. XXXIV du Journal de 
Crelle), mais qui aurait besoin, si Je ne me trompe, 
d’être complétée dans quelques-unes de ses parties. 

» Il est bien vrai que toute fonction algébrique, satis- 
faisant au problème proposé, doit pouvoir se mettre sous 
ces deux formes ; mais ces formes sont encore trop géné- 
rales, c’est-à-dire qu’elles renferment des fonctions algé- 
briques qui ne répondent pas à la question. Je les ai donc 
étudiées de plus près, et j’ai trouvé d’abord que, parmi les 
fonctions renfermées dans la forme (2), celles qui satis- 
font au problème proposé doivent avoir la propriété non- 
seulement que les fonctions symétriques de R,, R:, ... 
soient rationnelles en À, B, CG, ... (ce qu’Abel a remar- 
qué), mais aussi que les fonctions cycliques des quantités 
R;, R>, .…, prises dans un certain ordre (1), soient éga- 
lement rationnelles en À, B, C, ... : en d’autres termes, 
l'équation de degré p.—1, dont R;, R:, ... sont Les 
racines, doit étre une équation abélienne. J’entendrai 
toujours ici par équations abéliennes cette classe parti- 
culière d'équations résolubles qu’Abel a considérées dans 
le Mémoire XI du premier volume des OEuvres com- 
plètes, et dont je supposerai les coefficients fonctions ra- 
tionnelles de À, B, C, ..….. En désignant par x,, x», ..., 
x, des racines prises dans un ordre déterminé, ces équa- 
tions peuvent être définies soit en disant que les fonctions 
cycliques des racines sont rationnelles en SAONE à LOU OS RE 
soit en disant qu’on a les relations 


al Er O(xi), ae O(xe), ro O(xh-1) Bi (zh); 





(‘) On nomme fonction cyclique de nr quantités x,, Æ,, +. Æ, l’ex- 
pression (x,+ax,+ax,+...+o-"x,)", où « est racine de &"=1. 
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où 8(x)est une fonction entière de x dont les coefficients 
sont rationnels en À, B, C, .... Nous reviendrons tout 
à l'heure sur ces équations, dont la considération est du 
plus haut intérêt au point de vue de l’analyse et de la théo- 
rie des nombres, et aussi, comme on le voit, au point de 
vue de l’Algèbre proprement dite. 

» Un nouvelexamen des formes (1) et(2) fournit encore 
une détermination plus précise des quantités R qui figu- 
rent dans la seconde. On doit avoir, en effet, 


PT, A EE > AN SE 


(3) R, FRE F:(} 7 LT OR Ft 


lx+i/x 42 


OÙ 7; Tusss +. Sont les u— 1 racines d’une équation 
abélienne quelconque du degré U— 1, c'est-à-dire où les 
fonctions symétriques et les fonctions cycliques des quan- 
tés r (prises dans l’ordre des indices) sont rationnelles 
en À, B,C, ... où, de plus, F (r) est une fonction ration- 
nelle de r et de A,B, C, ...etoüenfin 7m désigne le plus 
petit reste positif de g’* suivant le module LU, & étant une 
racine primitive de u. Si l'on substitue cette valeur de R, 
dans l'expression (2), on obtient une forme qui, non-seu- 
lement renferme toutes les expressions satisfaisant au 
problème, mais, ce qui est ici le plus essentiel, n’en ren- 
ferme pas d’autres. En d’autres termes, la forme ainsi 
obtenue vérifie identiquement une équation du degré x 
dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de À, 
B, C, .... Les autres racines s’obtiennent par la combi- 
naison des diverses valeurs des radicaux pièmes dans la 
forme (2), de façon que la mit racine z,, est donnée par 


la formule 
1 1 1 1 


(4) Zm = Po + om Ri + 08% R5S + o AOL 14 +... + fé PAR RS 
& désignant une racine uiè"e imaginaire de l’unité, et les 
quantités R étant déterminées par la formule (3). 





SECTION Vi — CHAPÎTRE V. 689 


» De là il suit d’abord que, tandis que les fonctions 
symétriques des quantités z sont rationnelles en A, B, 
GC, …, les fonctions cycliques des mêmes quantités prises 
dans l’ordre des indices sont des fonctions rationnelles de 
A, B,C,...,der;,r2, ..., et de w. On voit par là que 
toute équation résoluble algébriquement d'un degré 
premier y est une équation abélienne, quand on regarde 
comme connue une quantité p, qui elle-méme est racine 
d’une équation abélienne du degré u—1, ou bien encore 
que les p. racines d’une équation résoluble sont toujours 
liées entre elles de facon que l’on ait 


2 {au pi), = pi), +, A =f(zu 0), 


où f (Z, p1) désigne une fonction rationnelle de z, de p, 
et de À,B,C, ...(!)}, et où p, est la racine d’une équa- 
tion abélienne dont les coefficients sont des fonctions 
rationnelles de À, B, C, .... Cette relation entre les 
racines de toute équation résoluble est d’ailleurs la vraie 
source de la propriété assignée par Abel et Galois comme 
le caractère spécial des équations résolubles d’un degré 
premier, savoir : que chaque racine doit étre une fonc- 
tion rationnelledes deux autres. Parmi les conséquences 
intéressantes qui découlent des résultats précédents, je 
me bornerai à une seule : c’est que, la quantité r, étant 
racine d'une équation abélienne du degré w—1 et ne 
contenant que desradicaux dont les indices sont diviseurs 
de y — 1 ou pouvant être ramenée à n’en contenir que 
de tels, la racine elle-même de toute équation résoluble 


(1) J'ai fait dans ce passage quelques corrections qui m'ont été indi- 
quées par M. Krunecker lui-même. La quantité que nous représentons ici 
par p, se trouve désignée, à tort, dans les Comptes rendus de l’Académie 
des Sciences de Beriin, par la lettre r,. Cette nouvelle racine p, dépend 
de la racine 7, d’une manière très-simple ; toutefois ces deux quantités 
sont différentes entre elles. 


S.— Ale. sup., KL. 


+ 
hu 
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pourra s'exprimer par les radicaux dont on vient de par- 
ler et par des radicaux d’indice u. Abel (autant que je 
le sache) n’a fait cette importante remarque que pour 
u—=5, et, pour ce cas, il a donné la forme la plus géné- 
rale de la racine d’une équation résoluble (t. IT des 
OEuvres complètes, p. 253). Mais il faut observer qu'il 
s’est borné, dans cette recherche, aux équations dont les 
coefficients sont des nombres entiers. 

» Le problème primitif est maintenant ramené, en 
vertu de l'équation (3), à trouver la forme la plus géné- 
rale de la quantité ou, pour mieuxdire, de l'expression r'. 
D'après ce qu’on a établi ci-dessus au sujet der, r2,e 
ce second problème peut s’énoncer ainsi : 


….s 


» Le nombre n étant donné, trouver la forme la plus 
générale d’une fonction algébrique de À, B, C, ..… 
telle que, parmi les diverses expressions qui résultent de 
la combinaison des valeurs des radicaux dans cette 
fonction, il y en ait n dont les Jonctions symétriques et 
cycliques (celles-ci étant relatives à un ordre déterminé 
des n expressions) soient rationnelles en À, B, C, ……. 


» Et l’on voit que ce second problème, énoncé en gros 
pour ainsi dire, revient à trouver toutes les équations 
abéliennes, comme le problème primitif consistait, en 
quelque sorte, à trouver toutes les équations résolubles. 

» En traitant ce second problème, on se trouve ramené 
à distinguer les cas où 2 est un nombre premier, ou une 
puissance de nombre premier, ou un nombre composé 
quelconque ; mais ce dernier cas se ramène aux deux 
autres, car la solution du problème pour un nombre 
composé 7 s'obtient dès qu’on l’a résolu pour les cas où 
le degré de l’équation abélienne est une des puissances 
de nombre premier contenues dans ». D'ailleurs, à part 
quelques complications, le problème n'offre pas plus de 


| 
| 
À 
k 
| 
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difficultés pour une puissance de nombre premier que 
pour un nombre premier. Seulement, dans le cas le plus 
simple en apparence, où nest égal au cube ou à une puis- 
sance plus élevée de 2, la méthode que j'ai employée avec 
succès dans tous les autres cas ne suffit plus à la solution 
complète du problème, et je n’ai pas encore trouvé la 
modification qu’elle exige alors. Comme la solution du 
problème primitif pour le nombre premier p exige la so- 
lution du second problème pour 7 = pm —1,je ne pour- 
rais donc, jusqu’à présent, donner le résultat complet 
que pour les nombres premiers y qui ne sont pas de la 
forme 8h + 1. Il suffira, du reste, au but de cette com- 
munication préliminaire et pour éclaircir la matière, 
d'examiner ici le cas du second problème, où z est un 
nombre premier impair. Je ne donnerai pas seulement le 
résultat relatif à ce cas, mais j'indiquerai brièvement la 
méthode qui m'y a conduit, attendu qu’elle est extrême- 
ment simple et qu’elle fournit les principes essentiels 
pour la solution de ce second problème dans les autres 
cas, et aussi pour la solution du problème primitif. 

» En conservant les notations employées par Abel 
(dans le Mémoire n° XI déjà cité du tome ‘des OEuyres 
complètes), et en ayant égard à la définition déjà donnée 
des équations abéliennes, on peut énoncer comme il suit 
le problème dont il s’agit : 

» Trouver la fonction algébrique la plus générale z, 
de À, B, GC, .…, satisfaisant à une équation du ni°"° de- 
gré, et telle que cette fonction z, et les autres racines z:, 
Zo, -.., Zn_1 de l'équation vérifient les relations 


die aber oznols. 4) 


où 0 (z) est une fonction rationnelle de z et de À, B, 


CRT 


» Admettons que 7 soit un nombre premier, et, adop- 


ts 


) 
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tant une notation introduite par M. Jacobi, posons 


Zo + 210 — 70 di 2h no tesilt el 


# 


où & désigne une racine niè" de l'unité: nous aurons | 


/ 


RO SUR | 5 cree) UT er, 2!) ce TOUR CA D À À: D 2). 


j 


En suivant la marche tracée par Abel, on montrera en- 
suite que, pour tout nombre entier x, On a les équations 


DA 


6) le =lé sole) (2,22 (a, s)ptat), 


Lea enr z)p(æ), HAL 


où (x) est une fonction rationnelle de # et de À, B, 
C, 

» S1 maintenant on met pour x une racine primitive g 
du nombre premier 7, tellement choisie que g!7{— 1 ne 
soit divisible par aucune puissance de 7 plus élevée que 
la première, on obtiendra des équations de cêtte forme 


(a, er = (as, z) (a), (as, z)5 — (as?, z)f(af), A 


DATE ze a, 2 HET 4 
, \ 


Elevons la première de ces équations à la puissance int 
la seconde à la puissance 8", etainsi de suite, puis mul- 
tiphions-les membre à membre: il viendra 


(7) (a; à ETUREE, = fa) far ler. ; .flas®), 


Posons à présent 
LL — 1 — mn, 
ra DEN UNE. "L ; 
m n étant pas divisible par 7, d’après la supposition pré- 
cédemment faite; nous aurons, en vertu de l’équa- 


tion (6), 


(a, 2 ie. 2 (æ, 4 hole — lan z)*o{æ)", 


ss Dot Loft D ee SE 


LÉ RS RS nn mn ©- 
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et, en substituant dans l’équation (7), nous trouverons 


Lee, 2)" Le = fa) Volax fa "+1 ET SSE à Titane? 
résultat qui subsiste pour chacune des valeurs de «, 
comme on peut le démontrer, et qu’on mettra aisément 


sous cette forme 


1 
1 1 1 IL 


(ar A rar À fa m f( Fi a ain je. ; f Lette 


» [ci il faut entendre par chacun des exposants frac- 
tionnaires contenus dans la parenthèse, non pas cetexpo- 
sant lui-même, mais son plus petit résidu positif relati- 
vement au module »; d’ailleurs F (x) désigne commef(a) 
une fonction rationnelle de x et de À, B, GC, .... Cette 
expression de (&”*, z)étant substituée dans l'équation (5), 
on obtient une forme que z, doit nécessairement avoir, 
et qui satisfait toujours au problème, quelles que soient 
les fonctions rationnelles de « et de À, B, C, ... qu'on 
prenne pour f(x) etF(æ). 

» La comparaison de ce résultat avec la forme générale 
donnée ci-dessus des racines d’une équation résoluble du 
degré p conduit à des propositions intéressantes; mais 
des conséquences plus intéressantes encore se tirent de 
la comparaison de l’expression(8),en y supposant que À, 
B, C, ... soient des nombres entiers, avec l'expression 
correspondante que fournissent certaines équations abé- 
liennes qui se présentent dans la théorie de la division du 
cercle, particulièrement avec la forme très-remarquable 
donnée pour (x, x) par M. Kummer (Journal de Crelle, 
t. XXXV, p. 363). Cette comparaison fournit en effet le 
théorème suivant, qui a lieu non-seulement pour un 
degré premier, mais dans tous les cas, savoir que : 


Les racines de toute équation abélienne à coefft- 
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cientsentiers peuvent étre exprimées rationnellement au 


moyen des racines de l'unité. 


» Ainsi ces équations abéliennes générales ne sont rien 
autre chose en réalité que les équations de la division du 
cercle. 

» Il existe une relation pareille entre les racines des 
équations abéliennes dont les coefficients sont des nom- 
bres complexes de la forme a + b VESL et les racines des 
équations qui se présentent dans la division de la lemnis- 
cate : on peut généraliser ce résultat et l’étendre à toutes 
les équations abéliennes dont les coefficients contiennent 
des nombres irrationnels déterminés et racines d’équa- 
uons algébriques. 

» J'ajoute encore une remarque : si l’on applique à la 
forme (3) le théorème précédent sur les racines des équa- 
tons abéliennes à coefficients entiers, on trouve que la 
racine de toute équation résoluble du degré à coefficients 
entiers peut être regardée comme une somme de racines 
pi de nombres complexes rationnels formés avec les 
racines de l’unité. Ainsi la forme nécessaire et suffisante 
la plus générale de toute racine d’une équation résoluble 
du degré à coefficients entiers s'exprime au moyen de 
ces nombres complexes : toutefois, la recherche effective 
de cette forme exige une suite de propositions sur les 


nombres qui dépasseraient les bornes de cette commu- 
nication. » 


FIN DU TOME SECOND. 
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